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Vorwort. 


Es ist der Zweck des vorliegenden Buches, eine ausführliche Darstellung 
der Lehre von den Kugelfunktionen zu bringen. Dabei wird über den Stoff, 
der in den Lehrbüchern gewöhnlich geboten wird, hinausgegangen, jedoch 
soll das Werk kein „Handbuch“ sein, in dem man alles finden kann, was 
auf diesem Gebiet bis heute gearbeitet worden ist (wie z. B. die BESSEL- 
schen Funktionen in dem großen Werk von WATSON behandelt sind). An 
derartigen Handbüchern liegen das vor mehr als einem halben Jahr- 
hundert erschienene Buch von HEINE und außerdem in neuerer Zeit das 
| große Werk von HoBSoN vor. Jenes ist veraltet und genügt nicht den An- 
forderungen der mathematischen Strenge, dieses ist sehr breit angelegt, 
aber an manchen Stellen infolge der vielen Fallunterscheidungen unüber- - 
sichtlich. Ich habe mich daher zu einem Buch mittlerer Stärke entschlossen, 
um diese Lücke in der deutschsprachigen mathematischen Literatur aus- 
zufüllen. Es wendet sich nicht nur an mathematische Kreise, sondern auch 
an solche von Physik und Technik und behandelt, über die gewöhnliche 
Darstellung hinausgehend, nicht nur Kugelfunktionen von ganzzahligen 
Zeigern, sondern auch allgemein solche mit beliebigen komplexen Zeigern, 
deren Theorie hauptsächlich durch die Arbeiten von HoBsoN gefördert 
wurde. Dementsprechend wird beim Leser die Kenntnis der Grundlehren 
der Funktionentheorie und Differentialgleichungen vorausgesetzt. Im ein- 
zelnen wäre folgendes zu sagen: 

Das Buch ist in drei Abschnitte gegliedert. Der erste behandelt die 
Kugelfunktionen, deren Zeiger eine natürliche Zahl ist. Um späterer An- 
wendungen willen werden einleitend: die Ausdrücke Divergenz, Gradient 
und Rotation für orthogonale krummlinige Koordinaten, insbesondere 
Kugelkoordinaten, hergeleitet. Die Begriffe selbst und ihre Haupteigen- 
schaften werden selbstverständlich vorausgesetzt. Den Physikern und In- 
genieuren weniger geläufige Sätze der Analysis, die in diesem Abschnitt 
verwendet werden und deren Beweis sich leicht einfügen ließ, wie zweiter 
Mittelwertsatz der Integralrechnung, Abelsches Reihenkriterium und Abel- 
scher Grenzwertsatz, ein Satz über Konvergenz unendlicher Produkte 
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werden bewiesen. Zum Beweis des Satzes über die Entwicklung einer be- 
liebigen Funktion nach LEGENDREschen Polynomen wird die asymptotische 
Darstellung dieser Funktionen gebraucht. Sie findet sich für beliebige 
Zeiger im zweiten Abschnitt. Der Leser hätte darauf verwiesen werden 
‘können, aber dänn die ganze umfangreiche Theorie der Kugelfunktionen 
von beliebigen Zeigern verarbeiten müssen, um die Herleitung zu- ver- 
stehen. Es wurden daher die asymptotischen Abschätzungen in der Fas- 
sung, wie sie für den Beweis des genannten Entwicklungssatzes notwendig 
ist, auf zwei Seiten vor den Beweis dieses Satzes eingeschoben. Dadurch 
wurde erreicht, daß der erste Abschnitt für sich allein gelesen werden kann. 
Nur ein einziges Mal wurde dieses Prinzip durchbrochen, als nämlich bei 
gewissen Abschätzungen die STIRLINGsche Formel benötigt wird, deren 
Herleitung im zweiten Abschnitt (im Kapitel über die Gammafunktion) zu 
finden ist, auf die demgemäß an der betreffenden Stelle verwiesen ist. Bei 
den am Schluß des ersten Abschnittes behandelten Randwertaufgaben für 
die Kugel werden einige Sätze der Potentialtheorie benützt, deren Her- 
leitung natürlich zu weit führen würde und für die deshalb auf einschlägige 
Bücher hingewiesen ist. Dasselbe gilt von der Ziffer, in welcher der Zu- 
sammenhang der Kugelfunktionen mit den BEss#Lschen Funktionen be- 
sprochen wird. 

Der zweite Abschnitt ist den Kugelfunktionen mit beliebigen komplexen 
Zeigern. gewidmet. Hier sind genauere Kenntnisse aus der Theorie der 
Gamma- und hypergeometrischen Funktion erforderlich, die in zwei ein- 
leitenden Kapiteln behandelt werden. Die ’asymptotische Entwicklung der 
Kugelfunktionen wird nicht nur, wie im Handbuch von HoBSoN für große 
reelle Werte des Zeigers, sondern um der Anwendungen willen auch für 
komplexe Werte des Zeigers von großem absolutem Betrag im Anschluß 
an eine Arbeit von WATSON durchgeführt. Das hierzu benötigte Sattel- 
punktverfahren wird nicht vorausgesetzt, sondern besprochen. Als Inte- 
grationswege treten dabei Kurven dritter Ordnung mit Doppelpunkt auf, 
zu deren Diskussion einige elementare Kenntnisse aus der analytischen 
pröjektiven Geometrie erforderlich sind. Das Schlußkapitel dieses Ab- 
schnittes behandelt das Additionstheorem der Kugelfunktionen. Hier konnte 
durch Benützung der Arbeiten von R. LAGRANGE eine weitgehende 
Vereinfachung gegenüber der Darstellung in dem Buch von HoBso8 erzielt 
werden, in welchem das betreffende Kapitel wegen der vielen Fallunter- 
scheidungen unübersichtlich und daher schwierig zu lesen ist. Zur Ab- 
kürzung von manchen Rechnungen wurden einige einfache Sätze aus der. 
Invariantentheorie der binären Formen verwendet. Der Leser, dem diese 
Tatsachen nicht bekannt sind, kann sich von ihrer Richtigkeit durch eine 
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prinzipiell einfache, aber längere Rechnung überzeugen. Im ganzen Ab- 
schnitt wurde reichlich von der Integration im Komplexen Gebrauch ge- 
macht. Da es sich dabei meist um mehrdeutige Funktionen handelt und 
erfahrungsgemäß dem Anfänger das Herausheben des richtigen Funktions- 
zweiges die meiste Schwierigkeit macht, wurde auf diesen Punkt in der 
Darstellung immer genügend Rücksicht genommen. 

Der dritte Abschnitt ist den Anwendungen gewidmet. Als solche kommen 
aus historischen Gründen in erster Linie die von LAPLACE, LEGENDRE und 
GAuss behandelten Probleme der Gleichgewichtsfiguren rotierender Flüssig- 
keiten von der Gestalt schwach abgeplatteter Sphäroide und des Erdmagne- 
tismus in Betracht, die ja den ersten Anlaß zur Entwicklung der Lehre von 
den Kugelfunktionen gaben. Selbstverständlich mußten einige Kenntnisse 
aus der Mechanik vorausgesetzt werden. Hier konnten auch die Ergebnisse 
von CLAIRAUT und STOKES über das Erdsphäroid besprochen werden. Die 
Rechnung wird nur bis auf Glieder erster Ordnung in der Abplattung durch- 
geführt. Auf die Schwierigkeiten, die bei der Berechnung des Potentials 
des Sphäroids dadurch auftreten, daß die LEGENDREsche Entwicklung der' 
reziproken Entfernung verwendet und dann das Ergebnis in Bereichen ver- 
wendet wird, für welche diese. Entwicklung nicht mehr gilt, wird hinge- 
wiesen. WAVRE hat das Problem in einem Buch über Geodäsie von einer 
anderen Seite her angepackt und damit die genannten Schwierigkeiten 
überwunden. Auf diese Dinge konnte ich natürlich nicht. eingehen, ohne 
den Rahmen des vorliegenden Buches weit zu überschreiten. An die Dar- 
stellung der GAUSsSschen Arbeit über den Erdmagnetismus schließt sich 
naturgemäß die Entwicklung einer durch numerische Daten gegebenen 
Funktion nach Kugelfunktionen an. Diese für die Praxis wichtige 
Aufgabe, die von F. NEUMANN in besonders übersichtlicher Weise gelöst 
wurde, ist ausführlich behandelt. Sucht man die Aufgabe im Sinn der 
Methode der kleinsten Quadrate zu lösen, so kommt man auf eine noch 
nicht beantwortete Frage, auf die an der betreffenden Stelle hingewiesen 
ist. Darauf folgt die Anwendung der Kugelfunktionen bei Randwert- 
problemen auf einem Drehellipsoid, Ring (Torus), Drehkegel und einem von 
zwei Kugelhauben begrenzten Raumteil. Hier spielt die Ausdehnung der 
Betrachtung auf komplexe Zeiger eine besondere Rolle, sind doch die soge- 
nannten Ringfunktionen nichts anderes als Kugelfunktionen mit gebro- 
chenen Zeigern, die Kegelfunktionen solche mit imaginären Zeigern. Um 
auch eine Anwendung in der Theorie der elektromagnetischen Schwingungen 
zu besprechen, wurde das Problem der Ausbreitung der elektrischen Wellen 
um die Erdkugel gewählt. Es handelt sich dabei um eine besondere Lösung 
der MAxwEutschen Gleichungen unter bestimmten Randbedingungen. Hier 
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sind einige Kenntnisse aus der Theorie der BESSELschen Funktionen not- 
wendig. Ich habe Leser, die darüber nicht verfügen, hierfür auf mein 
Buch über Reihenentwicklungen in der mathematischen Physik verwiesen. 
Auch bei diesem Problem führt die strenge Durchführung der Rechnung 
zu großen Schwierigkeiten, indem umfangreiche Abschätzungen notwendig 
wären, die bisher noch nicht geleistet wurden. Den Schluß des Buches 
bildet ein Kapitel über die sogenannten höheren Kugelfunktionen (GEGEN- 
BAUERsche Funktionen), die bei der Entwicklung einer Potenz der rezi- 
proken Entfernung und bei Fragen der Potentialtheorie in mehrdimensiona- 
len Räumen auftreten. Sie wurden in neuester Zeit von SOMMERFELD in 
einem akustischen Problem benötigt. 

Jeder Abschnitt ist in Paragraphen eingeteilt, jeder Paragraph in Zif- 
fern. Diese sind im ganzen Abschnitt durchnumeriert, Formeln derselben 
Ziffer werden durch die Nummer zitiert, solche von anderen Ziffern durch 
Angabe von Ziffer und Nummer der Gleichung. Beziehen sie sich auf einen 
anderen Abschnitt, so wird auch dieser genannt. Es bedeutet also z. B. 
Il’ 10.2: Gleichung (2) von Ziffer 10 im Abschnitt II, dagegen I-47 
‚Ziffer 47 im Abschnitt I. 

Das Buch enthält keine Tafeln für Kugelfunktionen.- Ich verweise in 
dieser Hinsicht auf die bekannten Tafeln von E. JAHNKE und F. EMDE, 
Tafeln höherer Funktionen, 4. Aufl., Leipzig 1948, B. G. Teubner, 
sowie von K. HayAsHI, Tafeln der BESSELschen, Theta-, Kugel- und 
anderen Funktionen und, von demselben Verfasser, Fünistellige Funktionen- 
tafeln, beide erschienen bei J. Springer, Berlin 1930. 

Meine Frau hat die Reinschrift des Manuskriptes besorgt, Herr Dr. F. 
Wenzu das Manuskript gelesen und mich mit manchen Ratschlägen unter- 
stützt. Das Gleiche gilt von Herrn Dr. E. LEHR, der außerdem die Abbil- 
dungen gezeichnet hat. Die Korrekturen wurden von den Herren Dr. A. 
HAuv6, Dipl.-Phys. H. HOCHMUTH und meiner Frau mitgelesen. Ihnen 
allen spreche ich meinen herzlichen Dank für ihre Hilfe aus, ebenso dem 
Verlag, der alle meine Wünsche bei der Herausgabe des Buches bereit- 
willig erfüllte. | 


München, im Juni 1949. 
J. Lense. 
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I. Kugelfunktionen mit ganzzahligen Zeigern. 


& 1. Räumliche Kugelfunktionen. 


1. Potentialfunktionen. Laplacesche Differentialgleichung. Randwert- 
aufgaben. Es seien x, y,z rechtwinklige räumliche Koordinaten. V (x, y, 2) 
sei eine in einem bestimmten, Gebiet des Raumes definierte reelle Funk- 
tion und samt ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig. Sie 
ınöge ferner in diesem Gebiet der sogenannten LAarLAczEschen Diffe- 
rentialgleichung 

eV 82V, 08V 
(7) FT” 
genügen. Eine solche Funktion nennen wir eine harmonische Funk- 
tion oder Potentialfunktion des betreffenden Gebietes; der Name 
rührt daher, daß das Potential einer Massenbelegung in jedem massen- 
freien Raumpunkt die eben genannten Eigenschaften hat. Für die linke 
Seite der Gleichung (I) schreiben wir wie üblich AV und nennen AV den 
LarLAackschen Operator. 

In der Potentialtheorie sucht man Potentialfunktionen zu bestimmen, 
die auf der Begrenzungsfläche des betrachteten Gebietes gewissen Be- 
dingungen genügen. Die wichtigsten Arten dieser Bedingungen sind fol- 


— 


gende: 


a) Man schreibt die Werte von V in jedem Punkt der Begrenzung vor 
(erste Randwertaufgabe oder DIRICHLETsches Problem, Haupt- 
aufgabe in der Lehre ruhender elektrischer Ladungen). 


b) Man verlangt, daß _ (n äußere Normale der Begrenzungsfläche) in 
jedem Punkt der Berandung einen gegebenen Wert annehme (zweite 
Randwertaufgabe oder NEUMANnNsches Problem, Hauptaufgabe 
in der Lehre. bewegter Flüssigkeiten). 


c) kV+ Zi soll einen vorgeschriebenen Wert in jedem Punkt der Be- 


grenzungsflächen haben, wenn h und %k als Ortsfunktionen auf diesen 
gegeben sind (dritte Randwertaufgabe, umfaßt die beiden ersten 
als besondere Fälle, Hauptaufgabe der Wärmeleitung). 
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Im folgenden werden wir besonders Gebiete mit kugelförmiger Beran- 
- dung behandeln. 


2. Dreifach orthogonale Flächensysteme. Bei einem Gebiet mit kugel- 
förmigen Berandungen wird man zweckmäßig statt der rechtwinkligen 
Koordinaten x, y, z Kugelkoordinaten (räumliche Polarkoordinaten) r, 9, @ 
verwenden. Sie hängen mit den rechtwinkligen Koordinaten durch die 
Formeln 

|®=rsin®cosp 
(I) ‘y=rsin®sinp 
z=rcosd 


zusammen (Abb. 1). Schließen wir die z-Achse aus und beschränken wir 
r,®d, p durch die Ungleichungen O<r, O<d®<rn, 0<p<2n, so ent- 
spricht jedem reellen Wertesystem x, y, 2 
umkehrbar eindeutig ein reelles Werte- 
system r,d,@ dieses Bereiches. In mehr 
geometrischer Weise können wir diesen 
Sachverhalt so aussprechen: In recht- 
winkligen Koordinaten ist ein Punkt P als 
Schnittpunkt der drei Ebenen x = const, 
y= const, 2 = const gegeben, in Kugel- 
koordinaten als Schnittpunkt der Flächen 
r=const, -”=const, = const. In 
Abb. 1. beiden Fällen durchsetzen einander die 
Flächen senkrecht, als deren Schnitt- 

punkt der betreffende Punkt auftritt. 

Im folgenden wollen wir statt x, y,2 lieber &,, &%,, %, schreiben. Die 
Zeiger u und » sollen immer die Werte 1, 2, 3 durchlaufen. Es liegt nun 
nahe, jedem Punkt eines Bereiches B als Schnittpunkt von drei beliebigen, 
einander senkrecht durchsetzenden Flächen 


(2) F (005 x) = h, (h, = const) 
festzulegen. Drei solche Flächenscharen nennt man ein dreifach ortho- 
gonales Flächensystem. In dem Bereich B, den wir der Betrachtung 
zugrunde legen, sollen die Funktionen f, samt ihren Ableitungen erster 
Ordnung stetig sein. Die f, nennen wir dann kurz stetig differenzier- 
bar. Durch jeden Punkt von B möge genau eine Fläche aus jeder der 
drei Scharen gehen, und drei Flächen aus je einer der drei Scharen sollen 
sich gerade in einem Punkt schneiden. Dann entspricht jedem reellen 
Wertesystem x, %, %; des Bereiches B umkehrbar eindeutig ein reelles. 
Wertesystem Ah,, ha, h, aus einem Bereich B’. Das Zahlentripel (k,, hs, h,) 


2. Dreifach orthogonale Flächensysteme. 3 


bezeichnet man als ‘krummlinige orthogonale Koordinaten des 
Punktes (X), &, %5). Es sind also die «, in 5’ Funktionen der h,: 


(3) 2, = 9, (hy, Re, Rz). 
fu. fa Ss) 
O(&1, %g, %5) 

ihren Ableitungen erster Ordnung in B’ stetig. 

"Wir haben nun die Bedingung aufzustellen, daß sich die Flächen in 


jedem Punkt senkrecht durchsetzen. Wir schreiben zur Abkürzung 


(4 He / B3 BIEAT 


und setzen H,-= 0 voraus. Die Richtungskosinus der Normalen n der 
Fläche h,, d. = in der durch die Gleichung (2) gegebenen Fläche, im 


Punkt P sind — Fr 
E OR, 
in H, positiv ausgezogen haben, ist die Normale mit einem bestimmten 


Ist die Funktionaldeterminante 0 in B, so sind die o, samt 


(u=1,2,3). Dadurch, daß wir die Quadratwurzel 


Durchlaufungssinn versehen. Differenziert man f,(&, %,, 23) in dieser 
Richtung, so erhält man nach (4) 
FR SE of, 


Mm | 0x, ,\H,0x, 


\=4,> 0, 


d. h. durchsetzt man die Flächenschar (2) senkrecht in der angegebenen 
Richtung, so nimmt h, zu. Die Flächen h, und h, stehen aufeinander senk- 
recht, wenn 


39 öf 
(5) wen 0 (u #9) 


ist. 


Beachten wir. nun folgendes: x, ist nach (3) stetig differenzierbare 
Funktion der h,, diese sind nach (2) selbst stetig differenzierbare Funk- 
tionen der x,; x, ist infolgedessen vermittels der h, stetig differenzierbare 
Funktion von %,, &%, 3. Führen wir noch zur Abkürzung 


0 für us» 
ö,, =| 


ein, so ist nach (2) und (3) 


ö 2 9,0 
(6) LE 5 2 A 
Ox, i=1 Oh; ox, j 
Wir halten in diesen Gleichungen . fest, multiplizieren sie der Reihe nach 
mit et Well, 3) und addieren sie hierauf.. Dann folgt nach (4).und (5) 
hs j ur 2094 ms 


Aus den Gleichungen (6) a wir mit Hilfe des Nkisikalicnkietzes 
Lense, Mathematik. A, Bd. 23. 1 
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der Determinanten außerdem die any 
(8) ff fs) 991: Pa» 9) 

O(%1, %> %5) ölhı Rz, ha) 
Wir berechnen noch das Bogenelement in den krummlinigen Koordinaten. 
Mit Hilfe von (3), (7), (5) und (4) ergibt sich für sein Quadrat 


—u@ 


T or (99. \2 90, 89, 
& 2,721 \R, Oh # 
3 3 2 
1 of, , dh, 
},4,v=1 Hı H, 0%, 0%, ze 5 


Für Kugelkoordinaten erhält man in bekannter Weise aus den Formeln (T} 
ds? — dr? + r2 d92 + r? sin? ddp? 

und daraus gemäß (4) mit h,=r, h,— v, h,=P 

(10) A-l, B,=-, = 

3. Divergenz. Wir wollen jetzt dazu übergehen, die Grundbegriffe der 
Vektoranalysis, Divergenz, Gradient, Rotation! ) in unsere krumm- 
linigen Koordinaten h,,, h,, h, umzurechnen. Es sei ein Vektorfeld v gegeben. 
Der Vektor v habe stetige Komponenten; ebensö sollen alle im folgenden 
auftretenden Ableitungen ‚seiner Komponenten stetig sein. Die Divergenz 
von pin einem bestimmten Punkt P kann man in folgender Weise 
definieren: 

P liege in einem Bereich, dessen Rauminhalt mit B bezeichnet werde. 
Der Einheitsvektor n möge die nach außen gerichtete Normale der Ober- 
fläche dieses Bereiches bedeuten. oe. ist 

divv — lim z — I (on)d 
B> Pr? 
wobei das Integral über die Oberfläche des Bereiches zu erstrecken und 
der Grenzübergang so auszuführen ist, daß man den Bereich stetig auf den 
Punkt P zusammenzieht. Der Grenzwert ist unabhängig von dem ver- 
wendeten Hilfsbereich B, die Definition unabhängigvom Koordinatensystem. 

P sei der Schnittpunkt der Flächen h,,h,,h,. Als Bereich wählen 
wir nach einem Gedankengang von B. RIEMANN und W. THoMSoN?) den 
von den sechs Flächen. 

| 5) Dh Ber) h, +öh, (=1,2,3) 


1 In bezug auf die im folcenden benutzten Begriffe und Sätze der Vektor- 
rechnung vgl. z. B. J. LENSE, Vorlesungen über höhere Mathematik, München 1948, 
Leibniz-Verlag, Ziffer 80—83. 

2) B. RıEMmAnn, Vorlesungen über partielle Differentialgleichungen, heraus- 
gegeben von Hattendorf, 1869; W. THomson (Lorn KeLvın), Cambridge Math. 
Journal, 4 (1845) 36. | 


3. Divergenz. > 


begrenzten, würfelartigen Bereich. Einer seiner Eckpunkte fällt mit P 
zusammen. Die öh, sollen positive reelle Zahlen bedeuten, die. wir dann 
bei dem Grenzübergang gegen Null streben lassen. Zu jedem Punkt 
(X), &, %s) der Fläche Ah, gehört: ein Vektor v; die. senkrecht zu dieser 
Fläche stehende Komponente sei mit v, bezeichnet. 


Wir haben nun f (on) do, erstreckt über die sechs Begrenzungsflächen 
unseres krummflächigen Würfels, zu berechnen. Wir erstrecken das 
Integral zuerst über die Begrenzungsfläche fi(&,%,%) =. Auf 
ihr ist A, konstant, das Quadrat des Bogenelementes daher nach (2-9) 


dh,\2 dh.\2 s dh,dh, 
p4 — 2 8 R 3 kesrmre Ba 
ds? — | #) + | m) ‚ das Oberflächenelement somit do HM, 


der nach außen gerichteten Normalen nimmt Ah, ab (weil wir die öh, positiv 
gewählt haben), infolgedessen ist (on) = — v,. Unsere Begrenzungsfläche 


Längs 


liefert also zum Integral den Beitrag 


- (ar dh,dhz.. 


Die Grenzen für %, und h, sind k, und h, + öh,, bzw. h, und. h; + öh,, 
im Integrand ist h, = h, zu setzen. Auf der gegenüberliegenden Begren- 
zungsfläche h, + öh, erhält man nach dem TAyYLorschen Satz als Inte- 
granden, wenn wir auch die Ableitungen zweiter Ordnung der f, stetig 
voraussetzen, 


ge! = ® 9 Er) öh 
= le Kr nat Ohı ( H;/n=n+9öh ° 


wobei 9, zwischen 0 und 1 liegt und noch Funktion von h, und h, ist. Auf 
dieser Fläche nimmt A, längs der nach außen gerichteten Normalen zu, 
daher haben wir hier kein negatives Zeichen. Beide Flächen zusammen 
liefern also den Beitrag 


oo a\ 
oh, | | Oh ( un ER u a3 


Wenden wir auf dieses Integral den Mittelwertsatz der Integralrechnung 


an, so erhalten wir on (mir. Er) öh, öh,öh,, wobei in der Ableitung für R, 


und Rh, passende Werte zwischen den entsprechenden Integrationsgrenzen 
zu setzen sind. Ähnlich liefern die vier übrigen Begrenzungsflächen 

7) 
| Bon Zr) Oh, öh,öh, und er 2.) Oh, öh, öhz. Ä 
1*. 
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Nun haben wir noch den Rauminhalt B des würfelartigen Bereiches zu 
berechnen. Führt man wieder die krummlinigen. Koordinaten A,, hs; ha 
ein, so ergibt sich nach (23) | 


B= [ | | daide,da, = SI 5 ee 


wobei h, und h,+6h, die Grenzen für A,(v=1,2,3) sind. Für das 
De 
| (2; %y, %g) 
Multiplikationssatz der Determinanten gemäß den Formeln (4) und (5) 


dh,dh,dhz, 


Quadrat der Funktionaldeterminante erhält man aus dem 


der vorigen Ziffer 


o(fı> Fa: Js) \= H!H;H; 2 


(2%, %g, %5) 


daher 
999 ___1 
|&(hy, Aho,h)| H,H,H;, 
nach (2-8). Der Mittelwertsatz der Integralrechnung liefert somit 
 öhjöhzöh, 
= m,n,B,° 


wobei im Nenner für die h, geeignete Werte zwischen h, und h, + öh, zu 
setzen sind. Damit fließt aus der Definitionsformel am Anfang dieser Ziffer 


ER 7) 
a) + ke) + an (min) 
wobei der Wert dieser Funktion im Punkt P zu nehmen ist. 

Im folgenden wollen wir die Komponenten von v in den Richtungen 
der positiven x, %, z-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems mit 
%,5 0, d,, in den Richtungen wachsender 7,9, bei Kugelkoordinaten mit 
v,,dg,%, bezeichnen. Aus (I) erhält man für rechtwinklige Koordinaten 
wegen H, = H,=H,;=1 die bekannte Formel 


ö ov 
(2) divp— = + 22 
02 
und für Kugelkoordinaten nach Es 
= O(r?vV,) 1 ö(vysin d) 1 8% 
3) IND eh ne 


4. Gradient. Die Komponenten des Vektors grad V in einer bestimmten 
Richtung erhält man, wenn man V nach dieser Richtung differenziert, 
also, falls die Richtung durch den Einheitsvektor e = (c0os&;, C0S%,, C0S%3) 


gegeben ist, durch die Formel 
3 
(e grad V) =2 22, COS A, - 


Um daher die Komponente in der Richtung der Normalen der Fläche Ah, 


5. Rotation. A 


zu berechnen, haben wir gemäß Ziffer 2 in dieser Formel COS &, .. 
zu setzen. Damit folgt nach (2-7) für diese Kompenänte " 
1 58a, > 07V u _ nV 
H, „1 u 9%u { x, Oh, "oh, 


In den Richtungen der , x, y, z-Achse eines rechtwinkligen 
oV oV oV 
O8 8y’ ex’ 
in den Richtungen wachsender r, ®, ® bei Kugelkoordinaten gemäß (2-10) 
eV 19 1 09V 
a’ DB’ Tsind op" 


Koordinatensystems ergeben sich damit die Komponenten 


Für den LapLAaceschen Operator AV = div grad V ergibt sich somit in 
krummlinigen Koordinaten A,,k,, h,, wenn man (3-I) berücksichtigt, 
H, V 0) HB, 07 9) H, oV\ 
SE (aa) + a (0, 2,)* a (0,0 
also in Kugelkoordinaten nach. (3-3) 
2 
(2) 4V=3|; tus (Bin 0) +] 

5. Rotation. Die Komponente des Vektors rot p im Punkte P längs 
der durch den Einheitsvektor n nn Richtung ist durch die Formel 
(nrot vo) = lim 5 ef (ot) ds 
F>P 
definiert. Dabei bedeutet F den Inhalt eines Flächenstückes, auf dem der 
Punkt P liegt und dessen Normale in diesem Punkt mit der Richtung n 
zusammenfällt. C ist die Randkurve des Flächenstückes, t der Einheits- 
vektor der Tangente von C, wobei die Kurve (Ü so zu durchlaufen ist, daß 
dieser Durchlaufungssinn zusammen mit ı denselben Schraubungssinn 
haben soll wie das Koordinatensystem, d.h. also z. B. eine Rechtsschraube 
bilden soll, falls das Koordinatensystem ein Rechtssystem ist. Die Reihen- 
folge der durch h,, h,, h, gekennzeichneten Flächen wollen wir so fest- 
setzen, daß auch das Dreibein der positiven Normalenrichtungen der 
Flächen A,, h,, A, in jedem Punkt denselben Schraubungssinn hat wie n 
und C', d.h. eine Rechtsschraube bilden soll, falls das Koordinatensystem 
ein Rechtssystem ist. Der Grenzübergang in der obigen Formel ist so zu 
vollziehen, daß das Flächenstück stetig auf den Punkt P zusammen- 
gezogen wird. Der Grenzwert ist unabhängig von dem verwendeten Flächen- 

stück, die Definition unabhängig vom Koordinatensystem. 
Als Flächenstück wählen wir die durch den Punkt P gehende Fläche h, 5 
als Begrenzungskurve C ihre Schnittlinie mit den Flächen h,, hut Öh,, 
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ha, ha.+ Öh, (Öh, und Öh, positiv wie in Ziffer 3). Die Flächen A, und .h, 
sollen durch P gehen. Das Flächenstück ist also ein krummliniges Viereck, 
eine seiner Ecken-ist der Punkt P. Auf dem durch die Fläche h, ausge- 


schnittenen Stück der Kurve C sind h, und h, fest, das Bogenelement ist 


somit ds = — _Die Tangente. dieses Kurvenstückes steht auf den Flä- 
3 


chen h, senkrecht; für die Komponente von v längs dieser Tangente er- 
gibt sich infolgedessen — v,, wenn wir den vorgeschriebenen Durchlaufungs- 
sinn beachten. Das Kurvenstück liefert also zum Randintegral den Beitrag 

Ra+öhz | 

Os 
_ fi AN dh. 

Mg he=he 
Auf der gegenüberliegenden Seite des Vierecks ist der Integrand nach dem 
TayLogschen Satz 

0) oo [v 
ni rm (2) u, 
ham, h2=h2+9,öh, 


wobei d, zwischen 0 und 1 liegt und noch Funktion von h, ist. Dieses 
Kurvenstück liefert mit Rücksicht auf den Durchlaufungssinn 


htöh, s 

a) N ee öh IC. | 
I (Et A 2 - 
hz Ro= he  Re=he+Vsöh, 


daher zusammen mit dem früheren gemäß dem Mittelwertsatz der Integral- 


rechnung 
“ Be 3 
-öh f u ($ dh 7.2) öhs, 
2 Oh,\H, h=h 3 oh,\H, 28 
Rs ; hr=h.+dB,Öh, 


wobei in der Ableitung auf der rechten Seite für A, ein passender, zwischen 
h, und Rz + öh, gelegener Wert zu setzen ist. Beim Grenzübergang er- 
hält man also den Wert der Ableitung im Punkte P.: 

Ähnlich ergeben die beiden übrigen Seiten des Vierecks mit Rücksicht 


auf den Durchlaufungssinn ei (2)- 
Ph; \Ha) 


Der Inhalt F des Flächenstückes ist gemäß Ziffer 3 


hetöh, As+öh, 


wobei auf der rechten Seite im Nenner für h, und Ah, passende, zwischen 
den Integrationsgrenzen gelegene Werte zu setzen sind. Nach Ausführung 
des Grenzüberganges liefert daher die Definitionsformel am Anfang dieser 
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Ziffer für die Komponente von rot v im Punkte P senkrecht zur Fläche h, 


den Wert 
Vz ° (%,\ 
|) (Ei) 


und ähnlich 23H, | (2) 2 (72) | va AB ll); (2) 
für die Komponenten senkrecht zu den Flächen Ah, und hs. In Kugel- 
koordinaten haben wir h,=tr, ,=PÖ, ha=9. Die Richtungen wach- 
sender r,d, 9 bilden in dieser Reihenfolge eine Rechtsschraube. Für die 
Komponenten von rot po erhält man daher 


1 E sind) vg’ 1 1%, 1 Be ai 


Se au Fe ent 
on oo |’ rsind % r or’ rl 8)’ 


rsin®d 
für rechtwinklige Koordinaten die bekannten Ausdrücke 


9, 0, :09%  W, MW, 0%, 
[027] a a m’ a 0 


in den Richtungen der positiven x, y, 2-Achse. 


6. Räumliche Kugelfunktionen. Die Funktion f(x, %, 2) heißt homogen 
vom Grad » (v beliebige reelle, nicht notwendig ganze Zahl), wenn für 


alle x, y,2,t des Definitionsbereiches 

(2) fin, ty, 12) = fa, 42) 

ist. Differenzieren wir diese Identität partiell nach. t und setzen nachher 
t — 1, so ergibt sich die auf EULER zurückgehende Beziehung 


Aryl oim, 


Differenzieren wir ee (1) u nach irgendeiner der Veränderlichen. 
x, y,2, so kann man durch ? kürzen, d. h. die Ableitungen erster Ord- 
nung einer homogenen Funktion v-ten Grades sind homogene 
Funktionen (— 1)-ten Grades. | 

Unter einer räumlichen Kugelfunktion U, vom Grad » ver- 
steht man eine homogene Potentialfunktion v-ten Grades). Als 
solche genügt sie der EuULERSchen Gleichung für homogene Funk- 


tionen. 


7 0) 
su a =D, 
ÖL oy 


1) Der Name Kugelfunktion geht auf C. F. Gauss (Götting. gelehrte Anzeigen 
1828, Werke Bd. 6, S. 648) zurück, die ersten Untersuchungen über Kugelfunk- 
tionen von mehreren Veränderlichen finden sich bei P.. 8. LAPLAcH, Theorie des 
attractions des spheroides et de la figure des planetes, M&m. de l’acad. 1782 
(Paris 1785) oder Werke Bd. 10, S. 339—419. 
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und der LarLAcEeschen Gleichung 


AU,=N. 
Führt man Kugelkoordinaten ein; so erhält man 
OD, OU, 5 OU, v 
(2) en cos (zr) + Dy cos (yr) zu; 2, C08 er) 


0) ö 

=r1,4 Vater), 
Die einfachste Kugelfunktion (— 1)-ter Ordnung ist 
1 1 | 
Enger 
Diese Funktion genügt tatsächlich der LartacEschen Differential- 
gleichung. Denn es ist 
ö (= x 02 | 1-2 

öx \r r 


daher A n ze 


(r>0). 


Da mit = auch sämtliche Ableitungen nach x, y, 2 Potentialfunktionen 
sind (wie durch Differenzieren der LAPLAcHschen Gleichung folgt) und 
die Ableitungen erster Ordnung einer homogenen Funktion v-ten Grades 
homogene Funktionen (v — 1)-ten Grades sind, haben wir in : und seinen 


Ableitungen räumliche Kugelfunktionen von den Graden — 1, — 2, — 3, usw. 


gewonnen. 


UN 
u IB — ur x... 
0% 0% i 


(u beliebige reelle Zahl) 
ergibt sich | 


(3) Ar) = zur ea) + reg) + (arte) 
= ur + ul Art + y+ 22) 
= ulu + rt ?. 

Ferner ist 


(4) Al) =uAv+vdu+ 2 Bor 0ydy O2 02 


| ou ou 8v ou z) 
daher nach (3) und (4) für jede räumliche Kugelfunktion U, 
| ou OU ou 
en Be, +9 v v 
Ab#U,)=U,A(r") + Zur" (« u Yzy +2 =) 
= u(u +) r# U, + 2uvr®"? U, 
= wu + + 1) rt ®U,, 
somit, wenn wir u=— %»—1 setzen, 


Ar !IU)=0. 
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Da außerdem r”*’"'U, homogen vom Grade —v»—1 ist, haben wir 
damit eine räumliche Kugelfunktion U_,_, dieses Grades erhalten. 


Wie oben erwähnt, ist jede der partiellen Ableitungen n-ter Ordnung 
von = (m ist natürlich eine ganze positive Zahl) eine räumliche Kugelfunk- 
tion vom Grade —n —1. Eine solche Ableitung hat äber, wie sich durch 


den Schluß von n auf n+1 ergibt, die Gestalt 


In(x, % 2) 
j yan+l 


wobei g,(x, y,2) ein homogenes Polynom. n-ten Grades ist. Da sich nun, 
wie eben gezeigt wurde, aus jeder räumlichen Kugelfunktion n-ten Grades 
wieder eine räumliche Kugelfunktion herleiten nn wenn man sie mit 


De multipliziert, so ist 


In (%; y» 2) y2l-e+l])-1 
„2n+l 9n®, Y: 2) 


selbst eine räumliche Kugelfunktion r-ten Grades. 


7. Ganze rationale räumliche Kugelfunktionen. Eine ganze rationale 
Kugelfunktion n-ten Grades hat wie jede homogene ganze rationale Funk- 
tion von x, y, 2 die Gestalt 


=,» a, yizr: 


ee n 
Es ist also 
1 ou, 
I a = — on _——, 
(X) «By ar Biyi ont Oyß Oar 


Aus der Bedingung AU,„=0 erhält man 
M-2AU, ORT, RU, ORT, 
a ee a TE a T Ber oma 
somit wegen (I) 
(3) (A = 1) (A+ 2) @)+2, u,V E: (1 Zr 1) (u 2 2) a, u+2,v 
Ar (+ 1) ur 2) G;, u9+2 7 0 
für AH u+v=n— 2. Infolgedessen lassen sich alle Koeffizienten a, ,, 


linear homogen durch diejenigen ausdrücken, in welchen « die Werte 0 
und 1 hat. Solche gibt es 2» +-1, nämlich 


Og,n,0> Ag,n-1,1°°*5 %,0,n: 
9,n-1,0: PM,n-2,1°°**» %,0,n-1° 


Diese 2%» +1 Koeffizienten bleiben willkürlich. Die so berechnete Funktion 
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hat demnach die Gestalt 
Z2n+l 

(4) TEN w, 
Pa | 


wobei die c, willkürliche Konstante und die un bestimmte homogene 
Polynome n-ten Grades in x, y,2z sind. 

AD, ist hiermit ein homogenes Polynom (n — 2)-ten Grades in X, y,2; 

1 or AU,, 
Alulı ! Ex eyn gr 
Null wegen (2) und (3). Die Funktion (4) ist demgemäß die allgemeinste 
ganze rationale räumliche Kugelfunktion n-ten Grades. Weil die c, will- 
kürlich bleiben, sind auch die u derartige Kugelfunktionen. Es gibt 


seine Kosiisienten sind gemäß (I) durch — ‚gegeben, sonach 


also höchstens 2n-+1 linear unabhängige ganze rationale 
räumliche Kugelfunktionen n-ten Grades; aus ihnen lassen 
sich alle übrigen linear homogen zusammensetzen. 


8. Kugelflächenfunktionen. Nach (4-2) genügt eine räumliche Kugel- 
funktion U, der Differentialgleichung 
0 ( „OU, 1 2,| 1 U 
—_ {y2 ae ee Le 
Or Ir Or an [sin #7 oB. ) u sin?d 00? 0. 
Dabei denken wir uns U, gemäß (2-1) als Funktion von r,®, o. Da U, 
homogen vom »-ten Grade ist, gilt 


U,(x, y, 2) = U,(r sin ® cosp, rsin sin, r cos ®) 
— r’U (sind cos, sinÖsino, cos ®) 
—r’S,(9, 9). 
Die nur von 9 und. o abhängige Funktion 8 „(0 @) nennt man die zu U, 
gehörige Kugelflächenfunktion. ‘Nach (6-2) ist 


eU, 
ya Dr =vr U; 


und 
8 | „OU ö | 
-_ Ir? -_)])=y— == | Er 
er [ > = (rÜ,) =v(U, +vUV,) =vw +I)U 
S, genügt daher der Differentialgleichung 
1 28[..08, 1088, 
(I) V (9 — 1) S, + sind 38 (sin d 35) + sin? ® Fr] ==; 
Nach Ziffer 6 ist neben U, auch U__, — U,r"?"-! räumliche Kugel- 
funktion. Die AN un ist 
Sell welr =. 


v 
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also wieder S, in Übereinstimmung mit der Tatsache, daß v in der Diffe- 
rentialgleichung für S, nur in der Verbindung »(» + 1) auftritt, somit die 
Differentialgleichung ungeändert bleibt; wenn man » durch —v —1 er- 
setzt. Zu jeder Kugelflächenfunktion $, gehören also die beiden räumlichen 
Kugelfunktionen U, und U_,, =U,r""". 
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9. Zonale Kugelfunktionen. Wenn die Kugelflächenfunktion S,(d, 9) 
nur von-® abhängt, wollen wir sie mit P, bezeichnen und zonale Kugel- 


funktion nennen. Sie genügt, da 2: "—( ist, nach (8-1) der Differen- 


0) 


tialgleichung 
ie ee 
‚Pr HDEH u ) zn 


Führen wir statt der Veränderlichen 9 die Veränderliche & = cos d ein, 


so ergibt sich, weil er — — sin ® ist, 
dla... 
| vo+DP,+ zz [sin d TE — ( 
oder wegen id —=1— & 
dP, : 2 EP, 
(1) vw) P,—- 287 ri N GEN. 
Aus den Formeln 
et 2 : 
fr 2 I, z FF Ban 
Fu re er 


folgern wir, daß 


er (>) u F(z, r) 


PA 


ist, wobei F(z,r) ein homogenes Polynom n-ten Grades in x,9y,2 be- 
deutet, das jedoch außer 2 diese Veränderlichen nur in der Verbindung 
7? — x22+ y? +2? enthält. Es ist somit | 


F(z,r) = r"F (4: 1) — r"F(ecos®d, 1), 


also 
mi 
r. F(cos®#, 1) 
PA 2 


Die linke Seite ist nach Ziffer 6 eine räumliche Kugelfunktion des Grades 
—(n+1), also F(cosd,1) nach Zifier 8 eine Kugelflächenfunktion 
S_„_1; die offensichtlich von d allein abhängt. Wir benützen diese Formel, 
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um. P, eindeutig festzulegen, und setzen 


(2) pP. (cos d) = wich Be, r 
insbesondere P, =1. 


.10. Legendresche Polynome. Entwicklung der reziproken Entfernung 
zweier Punkte. Die Funktionen P„(cos®) = P,(E) sind nach der vorigen 
Ziffer Polynome n-ten Grades in & und damit nicht nur für -1<ös<-+J1, 
sondern für beliebige Werte von £ definiert. Sie heißen die LEGENDREschen 
Polynome. Der Name stammt davon, daß sie zum ersten Male von 
LEGENDRE!) bei der Reihenentwicklung der reziproken Entfernung zweier 
Punkte verwendet wurden. Es handelt sich um folgende Aufgabe: R sei die 


Entfernung der beiden Punkte P (x, y,2) und P’(0,0,r'), r= y aa y° 422 
und r’>0. Esist R= Vx2 + yE + (2 — r')2, Nun ist n eine analytische 
Funktion von z, sobald P vom Nullpunkt verschieden ist. Für hinreichend 
kleine r’ folgt daher nach dem TAyLoRschen Satz gemäß (92) 


ne 2 | 
RO VRty+ ( 2 
1 
m 0 — 
_) (> — - 
— n! 02% 
1 2 „jr 
— — (7) P(cos ®) 
r A \r 


wenn noch = & gesetzt wird, d. h. die LEGENDREschen Polynome 


sind die Koeffizienten der Potenzen von «, wenn man die rezi- 
proke Entfernung von P und P’ als erzeugende Funktion be- 
nützt und sie nach Potenzen von « entwickelt. Es ergibt sich 


also wegen & = — und 
ri = (RR — re (1— 2a&+ Pe) 
die Entwicklung 


(7) (1— 2a +2) ?= )/ P,(&o”. 
n=0d 


Fassen wir « als komplexe Veränderliche auf, so ist die linke Seite 


1) A. M. LEGENDRE, Sur l’attraction des spheroides, M&m. pres. & l’acad. 
par divers savants, Bd. 10, Paris 1785. 
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eine analytische Funktion von «, deren singuläre Stellen, da &E= cos® 
i® -i9 | 
= De ist, die Lösungen e*‘? der Gleichung 1— 2a& +02 = 0 sind. 


Die Entwicklung gilt also im Kreis |«| <1. Man erhält somit für r <r 
1 1 ee r’\n 

(2) 5=5 2 (-} P„(cos®d), 

für r’ > r dagegen durch Vertauschung von r’ und r 


1 _1%&/r\e 
Re (7) P„(cos®). 


Da n R 
1-o)'= Na”, (I+a)'= ) (- 1*o" 
n=0 n=0 
ist, folgt aus (1) für&=1 bzw. E=— 
(3) P,4)=1, 
(4) Pp,-=-1". 
Da ferner 


ist, ergibt sich P,(0) = 0 für ungerades » und 


>13. m) 


P,(0) = (- 1)? RZ 


für gerades n. 
11. Entwicklung in eine Fouriersche Reihe. Es ist 


1— 2a 00sd + = (1— ae) (1— ae‘), 
daher 
5 Ka -i9\-% 
elle.) (Leer) 2 


a a ne 


(1— 2x cos® + a2)” 


en 2n 


. Da die beiden Reihen für |x| < 1 absolut konvergieren, erhält man für 
den Koeffizienten von «” im Produkt nach (10-I) 


(1) P „(0089)=2 | es nd + m jeos(n— 29 
1-3 n(n—]) | 
BEE 1 De 


1-3 ++ (2k—1)n =D (mn — k+1) | 
rn m) (On 3): in ar 1) cos(n— 2k)d ++). 


Die Reihe bricht mit einem konstanten Glied oder einem solchen, das cos d 
enthält, ab, je nachdem n gerade oder ungerade ist. Im konstanten Glied 
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ist der Faktor 3 hinzuzufügen, weil es nicht durch Zusammenfassen zweier 


Glieder e’*® und e”‘”? entsteht. Man erhält es, wenn man in den beiden 
n 


binomischen Entwicklungen die Koeffizienten von «® miteinander multi- 


E 3... (m — 7 
Barden j 

Wenn # =, also &=1 ist, haben sämtliche Glieder der Reihe in (1) 
ihren größten Wert, esist also P,(£) <1 nach (10-3). Eine untere Schranke 
für die rechte Seite von (I) erhält man, wenn man alle Kosinus durch —1 
ersetzt. Die rechte Seite hat dann. den Wert —1, weil sich für 9 = 0 (alle 
Kosinus =-+1) der entgegengesetzt gleiche Wert +1 ergibt. Daraus 
folgt nach (10-4) 
(2) ea. ve az rl: 
Damit erhält man für |a| <q <1I 


21er: 
h n=0 nV 
d.h. die Reihe (10-I) konvergiert bei festem 0<g<1 absolut und gleich- 


mäßig bezüglich « und &= cos für alle Werte von # und alle |a| <g<[1, 
wobei ® reell ist, während « auch imaginär sein kann. 


pliziert, und es lautet 


12. Rekursionsformeln. Aus der Entwicklung (Io-L) erhalten wir leicht 
eine Rekursionsformel der LEGENDREschen Polynome für drei unmittelbar 
aufeinanderfolgende Werte des Zeigers n. Es ist nämlich: 


Ua + = (Eu) (12a +0}, 


somit 
1— 208 +0) In! P,+a— HN «"P,)=0, 
n=1 n=0 


daher, wenn man die Koeffizienten von «” vergleicht (n > 0), 


(2) (m +1) Pan + DEP, ()-+nP,,d=0. 
Diese Formel geht auf ©. BonNErT!) zurück. 
Eine weitere Rekursionsftormel gewinnen wir in folgender Weise: 


=. 


(1— 2a& +02) ® ist eine analytische Funktion der beiden komplexen 
Veränderlichen « und £ in hinreichend kleinen Kreisen mit den Mittel- 
punkten «=0 und &=0. Sie läßt sich daher eindeutig in eine Potenzreihe 
nach « und & entwickeln, die in diesen Kreisen absolut und gleichmäßig 
konvergiert. Ordnet man diese Reihe nach Potenzen von «, so erhält 


1) O. BoNNET, J. math. pur. appl. 17 (1852) 267. 
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man die Entwicklung (Io-I). Da. man Potenzreihen gliedweise differenzieren 
kann, ergibt sich, wenn man Pe. nach £ differenziert, 


«(1 — 2a od) ? =) P(H)a«" 
oder wegen P,—=1 
Pt — (1— 2aE +02)” = Vra a1 2REt+0),, 
daher, wenn man die Koeffizienten von «” vergleicht (n > 0), 


(2) Pay — 2EP,(&)+ Pu = P,). 
Differenzieren wir (I) nach £, so entsteht 
3) a +) PA. —- (An + VEP(H-+nP_.,d)=(n+1)P,(. 


Eliminiert man aus (2) und (3) der Reihe nach P}.,(&), Pd: FM): 
so ergeben sich die Formeln 


(4) EP )—- Bd =rP,&: 
(5) PH d)—- PR O9=(@n+DP,&), 
(6) Pd —-:PR,O=R+DP, N. 


Schreibt man n — 1 statt n in (6) und setzt P/_,(£) aus (4) ein, so erhält 
man 


(7) @-1P&=n[EPr,(&)— P,_ 1]. 
Formel (5) geht auf CHRISTOFFEL!) zurück. Alle Rekursionsformeln sind 


auch für n = 0 richtig, wenn man P_,(£) durch Null ersetzt. Sie gelten 
als Identitäten zwischen Polynomen für ‚beliebige Werte von E£. 


13. Berechnung der Koeffizienten. Aus der Rekursionsformel (12-1) 
lassen sich die Koeffizienten der Potenzen von & in den LEGENDRESschen 
Polynomen berechnen. Man erhält 


(I) PP, d)=!]; 
PO=8, 
Rr&=5, (®-3). 
Ra=-7- (®-28). 
1-3-5-7 E 


1) E. B. CHRISTOFFEL, Diss. Berlin 1856. 
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Den Verlauf dieser Funktionen zeigt Abb. 2. Man ersieht aus den For- 
meln (r), daß allgemein 


P, (&) = 1.3.5 Zn— 1) (rer ...) 


n! 
ist. Die Koeffizienten c,,, bestimmt man am einfachsten, indem man das 


BR) 


Abb. 2. 
a 


2 
Polynom Ben (— 1)” c,„E*"” in die Differentialgleichung (9-1) mittv—=n 
Bf & 


einsetzt und die Koeffizienten von &*”*" miteinander vergleicht. 15] be- 
deutet die größte ganze Zahl < 5: Man erhält 


n(n +1) I— 1)”, Er?® — 2E 37 (— 1)” (n— 2m) c,„er rm! 
+(1— 2) I (— 1)” (n — 2m) (n — 2m — 1) 0,,E"""7? = 0 


oder 
(— bi" {m + 1) 0m — (— 1" 2m — 2m) Oz 
+ (— 1” (n — 2m + 2) (n — 2m + 1) 0gn_2 
— (— 1)" (n — 2m) (n — 2m — 1), =; 
daher 


(n— 2m +2)(n— 2m+1 | 
(2) em mn — Im) “me 


m=12...[3])- 91. 
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Es ist somit allgemein 

a 39= Fler 
en ai 
+" 3. 4: nn an nn un 2m +1) | 


Die Reihe bricht, wie sich aus (2) ergibt, mit der nullten oder ersten Potenz 
von & ab, je nachdem rn gerade oder ungerade ist. Es ist ferner 

(4) P,-9=(-V’P,&. 

Der Koeffizient von &*"** in der Formel (3) lautet 


mid: @n— 2m) _ (— 1)” (2n — 2m)! 
(=)  2Mmmilin — 2m)! 2m! (n — m)!(n — 2m)! ’ 


daher ist 
[2] 


(5) PO = ID" en Ws am. _. ensam: 


er m! (mn — m)! (n — 2m)! 


14. Integraldarstellung von Laurent. Formel von Rodrigues. Aus der 
Potenzreihenentwicklung 
(1-2:a+a)?—= )' P,(&)o" 
n=0 
erhält man nach einer bekannten Formel der Funktionentheorie 
' Ef de 
P —.— | ——— , 
„() Oi I: = 2ECH+ a2 
C 
wobei das Integral über eine Kurve C zu erstrecken ist, die den Nullpunkt 
der Ö-Ebene im en Sinn einmal umkreist und keine singulären Punkte 
von (1—2E° +02) ? einschließt. Man kann den ı Integranden dadurch 
rational machen, daß man durch die Gleichung Y 1— 28 werd — 102 —=(c2=] 
die neue Veränderliche z einführt. Es ist nämlich 


HR 92 2 
Bee) Mess pei en, 
de 21 2Er + 2) 

a (@-1)% 


Eine genügend kleine Umgebung U des Nullpunktes der Z-Ebene ist dabei 

konform auf eine Umgebung U’ des Punktes oo der 2-Ebene abgebildet, 

da die Quadratwurzel für © = 0 den Wert +1 hat. U’ liegt außerhalb 

eines Kreises, dessen Mittelpunkt mit dem Nullpunkt der z-Ebene zu- 

sammenfällt und dessen Halbmesser o beliebig groß ist, falls nur U ent- 

sprechend klein gewählt wird. Liegt die Kurve C innerhalb U, so wird 
Lense, Mathematik. A, Bd. 23. 2 
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sie auf eine Kurve O’ innerhalb U’ umkehrbar eindeutig abgebildet. 0’ um- 
schließt also den Punkt £& der z-Ebene, falls og genügend groß ist. Dem posi- 
tiven Umlauf auf C um & = 0 entspricht der positive Umlauf auf C’ um 
z= 00, d.h. der negative Umlauf um 2=. Damit ergibt sich 
I (2? — 1)” 
(7). Pr, = In. ale 
C’ 

wobei nach dem Cauchyschen Integralsatz für 0’ irgendeine Kurve ge- 
wählt werden kann, die den Punkt & im positiven Sinn umkreist. Aus (Ir) 
folgt nach der CaAucHYschen Integralformel 

Ben 1 dr(&— 1)” 
(2) P,& zo Any! den a 
Die erste dieser beiden Formeln stammt von LAURENT), die zweite von 
RoDRIGUES?). Förmel (2) läßt sich mit Hilfe von (13-5) leicht durch 
direkte Rechnung bestätigen. 


15. Integraldarstellungen von Laplace und Jacobi. Wir denken uns 
nun £>1 im Integral der Formel (14-1) und führen die neue Veränder- 
liche @ durch 2=& + VY&@—1e? ein. Die Kurve (’ möge ein Kreis X 
sein. Wenn z diesen Kreis im positiven Sinn durchläuft, bewegt sich & 
reell von —r bis + m. Wir 'erhalten demnach 


1 (2? — 1)* 
ae Bra. 


dp 


[e-ır2 + 2EVe— 1er + eier] 
—— Mi Ye_ı Se Deren 


u 
= [ (VE nof dp, 


also schließlich 


T 
I u. N, 
(1) 2. n (£ — ye— 1 cos ) dp. 
- 0 
Die Quadratwurzel tritt in diesem Integral nur scheinbar auf. Entwickelt 
man nämlich die n-te Potenz. nach dem binomischen: Satz, so fallen. alle 
Glieder weg, welche die Quädratwurzel in. ungerader Potenz enthalten, 


denn f cos’pdp—= 0 für ungerades positives.k. Es ist infolgedessen gleich- 
r | 


1) P. A. LAURENT, J. math. pur. appl., Serie 3, 1.(1875) 373. 
?) OÖ. RODRIGUES, Corresp. de l’Ecole.pol. 3 (1816) 361—385. 
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gültig, welches Zeichen wir der Quadratwurzel beilegen. Da es sich somit 
bei den Funktionen von & auf beiden Seiten der Gleichung (I): um Poly- 
nome handelt, gilt sie allgemein für jeden Wert von &, also auch für die 
bei P_(£) wegen &=cos® am meisten in Betracht kommenden Werte 
—1<&£<-t1,d.h. wir erhalten in diesem Fall 


(2) P,9=z [e+i li oosp)" dp 
2 Ö > 
oder 
(3) P., (cosd) = E ’ (cos® + isin® .coso)” do. 
90 


Diese Integraldarstellung stammt von LAPLACHR!). 

Wir führen jetzt im Integral der Formel (I) an Stelle von @ die neue 
Veränderliche » durch die Gleichung 
| 1 
&- YP— 100sy 
ein und setzen dabei wieder &>1 sowie O<y<m voraus. Dann folgt 
aus (4), daß jedem Punkt des Intervalls O<o<r genau ein Punkt des 
Intervalls O<y< rn entspricht. 

Aus (4) fließt 


(4) £+ VE 1cosp= 


 Ecosy — VE — 1 
059 - ae 
E— VE — 1cosy 


und mit Rücksicht darauf, daß &> V@— 1 cosy ist, 


ferner 
dp 1 | 
dv EYE 1cosy 
und somit 


' s Yy 2_1 ine U 
= J EEE J (E — VER —Teosy)*+t' 
6 Ö | 
Zufolge der analytischen Fortsetzung ist diese Gleichung für alle & richtig, 
solange beide Seiten analytische Funktionen von & sind und auf demselben 


1) P.8. Larzacz, M&canique e&leste, Bd.5, Buch 11, Kap. 2, Paris 1825, oder 
Werke Bd. 5, S. 27—69. 


I* 
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Weg fortgesetzt werden. Daraus ergibt sich gemäß (2) für O<&<I1 
und —1<&<0 die von JAacoBı!) herrührende Formel 


1 f dy 
6 PR er en eg 
(6) ee u 

0 
16. Integraldarstellungen von Mehler und Dirichlet. Wir wählen 

nun in (15:3) das positive Zeichen, führen die neue Veränderliche 
2—= 008% +isind cosp ein-und setzen dabei 0O<®<r voraus. Dann ist 

sin ®sing— Y1—22c0s9-+ 22 ; 
wobei derjenige Zweig der Quadratwurzel zu wählen ist, der für 2—=c0s® 
positiv ist; somit wird 

B 
| 2" dz 


(I) PR, (cos d) = Be 2... 


E27 yı — 22 00sd +22 
A 


wobei vom Punkt A(z= e'”) zum Punkt B(z = e”‘?) geradlinig zu inte- 
grieren ist. Statt der Strecke A B kann man nach dem CAucHYschen Inte- 
gralsatz auch den von A nach B führenden 

Bogen des Einheitskreises als Integrationsweg 

‘wählen. Schließt man nämlich zuerst die 
Punkte A und B durch die in Abb. 3 ge- 
zeichneten kleinen Kreisbogen aus, so ist das 

über den stark ausgezogenen Weg erstreckte 

Integral = 0, weil der Integrand auf diesem. 

Wege und in dem von ihm begrenzten Gebiet 

überall analytisch ist. Läßt man dann die 

Halbmesser der kleinen Kreisbogen gegen 

Null konvergieren, so streben auch die be- 

Abb. 8. treffenden Teile des Integrals gegen Null, und 

die Behauptung ist bewiesen. 

Daß die Integrale über die kleinen Kreisbogen mit dem Halbmesser o 
dieser Bogen gegen Null streben, möge beim Punkt A gezeigt werden. Es 
ist auf dem Kreisbogen 

2— e’|=o, |2-—e'’|>sind, |2|<1-+o, 
somit der Betrag des Integrals, weil | 
1— 22089 + 2= (2 — e’) (2 —e"'?) 
ist, kleiner als ne o®. Er strebt also mit o gegen Null. 
oS1 

1) C. ©. I. Jacogı, J. reine angew. Math. 26 (1843) 81 oder Werke Bd. 6, 

S. 148. 
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Der Integration über den Kreisbogen AB entsprechend, werden wir 
jetzt z = e'? in (I) a Damit erhalten wir 
1 eiln+1)p 
„N — 2? cosd + 2ir 
eiln+}) 
EREER: COS P — cos 9) 


+9 


cos ("+ s)? i sin "+ 5)? 
sl ne eng ee A E 
nm V2 (cos — cos ®) un V2 (cos g — cos 9) 
-» -»d 


Im ersten der beiden letzten Integrale ändert sich der Integrand nicht, 
wenn man @ durch —o ersetzt, im zweiten ändert er dabei sein Zeichen. 


Das zweite Integral verschwindet daher, und man erhält für O<®<n 
9 


1 
(2) P„(cosd) = 12 Ey 


Veos $ — cos# u 


Ersetzen wir in (2) ® durch 2 — ® und führen die neue Veränderliche 
yan- ? ein, so folgt mit Rücksicht auf (13-4) 
n-% 


1 
(>= 1% P,(cosd) = Y2 Isa +3) 


. Yeos$ + c0s® dp 


sin 
ge 2 Y2 . [m (r 5 2 4. 
Veos® — cosy 8 — cosy 


somit 


j „WG 1 
yz | Sn(r+-—-]o 
(3) P„(cos®) = 2 ki 1 do. 


cos” — COSY 


. Die Formeln (2) und (3) gehen auf G. MEHLER!) zurück. 
Wenn wir aus ihnen das arithmetische Mittel bilden, erhalten wir 


.» 7 
1 gi: [n + 5)? sin (n +5) 
P,„(cosd) = —— Se ar eh N er j 
n ny2 Veos 9 — c0s®# r VYeos® — cosp ? 
0 d 


t) G. MEHLER, Math. Ann. 5 (1872) 141. 
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wenn wir sie dagegen voneinander abziehen und n durch n— 1 ersetzen, 


‚für n>0 
"con (n-4), "sin (n- 1) 
| 2 2 
——— do — no do]. 
ee ig er COS p- j 
0 


‚Aus den beiden letzten Gleichungen folgen durch Addition und Subtraktion 
die Formeln von DIRICHLET!) für n> 0 und 0<d<a: 


| 9» 7 | 
— COS NY cos 2 ‚cos np sin 2 
20 | i : Vsos  — c0s® Veos® — cosp. 


d n 
v2 sinn psin > sinn pcos I 
P cos 9 — Tu rer er e ers nenn Send] " 
n IT Veos 9 — cos®# Er Veos® — cosp ? 
0 


17. Nullstellen. Mit Hilfe der Formel (I4’2) können wir die Anzahl 
der Nullstellen von P,(E) bestimmen. (&2 — 1)” hat nämlich je eine n-fache 
Nullstellein + 1 und — 1. Die erste Ableitung dieses Polynoms hat daher 
je eine (n — 1)-fache Nullstellein + 1 und — 1 und eine einfache dazwischen 
nach dem Rouutschen Satz der Differentialrechnung; die zweite Ableitung 
hat aus demselben Grund je eine (n — 2)-fache Nullstelle in +1und —1 
und zwei einfache dazwischen usw.; die (na — 1)-te Ableitung hat je eine 
einfache Nullstelle in + 1 und —1 und n— 1 einfache dazwischen, daher 
hat die n-te Ableitung oder P,(£) genau n einfache zwischen 21 
und +1 gelegene Nullstellen. 


« sei Nullstelle von P„(E). Dann ist P,_,(@)=+0 nach (12:7), weil sonst 
auch P/(«) = 0 und daher « eine mehrfache Nullstelle von P_(&) wäre. 
Ferner haben P,_,(«) und P/,(&) nach derselben Formel gleiches Vor- 
zeichen, da |@| <1 ist. ß sei eine unmittelbar auf « folgende Null- 
stelle. Dann haben mit Rücksicht auf die Einfachheit der Nullstellen 
P,(«) und P/(P) entgegengesetztes Vorzeichen, daher auch PH l® ) und 
P,„-ı(ß); zwischen « und ß liegt somit mindestens eine Nullstelle von 
P,„_-ı(©). Weil aber P,_,(£) gerade n— 1 einfache Nullstellen hat, 


trennen einander die Nullstellen von P,_,(&) und P,(&). 
Wir betrachten die Funktion 


1 


a? 


x2 


fe) = [PP + 2 Po - 


!) P. L. DIRICHTRT, J. reine angew. Math. 17 (1837) 41 
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Zufolge der Differentialgleichung (g-I) ist 
: 2x[P,(x)]? 
On ne 
also f(x) > 0 für > 0, d.h. f(x) wächst fortwährend für 2>0. P,(x) 
hat aber n — 1 einfache Nullstellen, von denen jede zwischen zwei unmittel- 
bar aufeinanderfolgenden Nullstellen von P,(x) liegt. Weil die Nullstellen 
von P/(x) einfach sind, hat P,(x) an ihnen Maxima oder Minima. 
Da f(x) =[P,(e)]? für eine Nullstelle« von P/,(x) ist, wachsen somit 
die absoluten Beträge der Extremwerte von P,(x) mit |x|, wenn 
wir noch (I3-4) berücksichtigen. 


8 3. Zugeordnete Kugelfunktionen. 


18. Zugeordnete Legendresche Funktionen. P,(£) genügt, wie wir ge- 
sehen haben, der Differentialgleichung (9-1) 


1 Gr Et nn +1) P,=0. 


Für die erste Ableitung P,(£) erhalten wir daher, wenn wir diese Gleichung 
nach £ differenzieren, 


1-9 Gr HI + 2-0, 


TB 
ähnlich für die zweite Ableitung P’(&), wenn wir nochmals differenzieren, 
we BP. ww. 7 
(18) Ge — GE + Inn + D—2— 4 P/=0. 


Differenzieren wir im ganzen m-mal, so ergibt sich für die m-te Ableitung 
Pa" (8) | 


2 p(m) (m) 


a Um 1) ET + mm + 24. 2m] Pm=0 


oder 
2 p(m) dp”) = x 
(1) (1-8) Zu (m +1)E Fr: + [n(n +1) — m(m + 1)] P” = 0 


(m = 0,1, 2,.. ...). 


Wir setzen mit HoBson?!) | 

(2) P'* (cos) = (— 1)” sin” 9.P(®) (cos d) 

und nennen P}) eine zugeordnete LEGENDREsche Funktion m-ter 
Ordnung. Es ist also.ein Polynom (n — m)-ten Grades in &, multipliziert 


mM 
mit (1— 2)”. Da P,(£) n einfache, zwischen —1 und -+1 gelegene Null- 
!) E.W. Hosson, The Theory of Spherical and Ellipsoidal Harmonics, Cam- 
bridge University Press 1931 (im folgenden mit H bezeichnet), 8. 90. 
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stellen hat und zwischen zwei solchen Nullstellen immer mindestens eine 
Nullstelle der Ableitung liegen muß, so hat P(®(£) und, abgesehen von +1, 
auch P?(£) geraden — m einfache, zwischen —lund +1 gelegene 
Nullstellen. Diese Nullstellen liegen spiegelbildlich zum Null- 
punkt. Denn nach (13-4) hat man 
Pd 8) = (1 Pimg. 

Es ist 
(3) :P=P,&) und PFiü)=0 für m>n. 

Um eine Differentialgleichung herzuleiten, der P(£) genügt, bilden wir 
pm) — ir Pr ’ 


sin” ® 


ap" _ ("tt dPn _ (— 1)" m0osd pm, 
de sin®+19 dd sin®+29 


de pi”) 1" AP, = 1)" +1 Om+1)cos® dP, 


de  sinm+29 92 'sin®+3 9 dd 


ee 1)" m[l+ +(m+1)c08?9] om. 
z sinn+49 ce 


gemäß (I) ist daher 


deP)  cos® dP, 1 m? pm 
ad res sind 7 +] (rn + 1) — sin? | —N: 


Diese Differentialgleichung läßt sich in der Gestalt 


L: 212.0, ME | m 
sind a0 (ino“}) + m + | PR = 0 
oder wegen = Raser sind auch in der Form _ 
d dP, 2 m 
lan + nm +1) | P —0 
oder 
Ä ‚d2Pı) dPn m? 
ZN le BAR ie DM 
a Urn +n Fe] Pr =0 
schreiben. 


I 


19. Integraldarstellung der zugeordneten Legendreschen Funktionen. 


Wegen sind = Y 1— 1-2 erhalten wir aus (18-2) und (I4'I) 
un RT! (d- 2) ? he... 
(I) PD; (8) ze Ton tl aim! Fe:  Ejntmri dz. 


C’ 


20. Zusammenhang mit den Besselschen Funktionen. 27 


Wir führen nun wie in Ziffer 15 die neue Veränderliche p durch 


2—=E&+ V&—1ei? ein, wobei wir £>1 voraussetzen. Dann erhalten 
wir wie dort 


m +nR 
( = — (2? — 1)" mi 
3 ne | + VP=iong". ’dp 
K nn 


Re 
=>: EN (cos mp — isin mo) do 


Um diese Formel auf Gleichung (I) anzuwenden, in der -_I<{ö<-+1 
ist, lassen wir & den Punkt 1 im positiven Sinn von einem Werte >1 


zu einem solchen zwischen —1 und +1 umlaufen. Dann tritt RE Fe 


an Stelle von /&— 1, und wir erhalten aus (I) und (2) 


(3) Pre un [ (E + 5/1 —& cos p)” cos mp dp 
0 


n!s 


oder 


(4) P7} (cos #9) — en [tes# + isin ® cos op)" cosmopde. 


Aus den Formeln für die Koeffizienten der FOURIERSschen Reihenent- 
wicklung | 


(£ + ye2— 1 cos 0" =: a 3 a, cos mo 


M= 
folgt 
a.= -/ (£ —- ve — 1 cos 9)" cosmpodo (m=0,1,2,...). 
h) 


(2), (I) und (18-2) liefern daher folgende auf E. Hrıne!) zurückgehende 
Beziehung 


Bea 5 N (62 — 1,2 pm) (£) cosmo 
‚82 __]j —P (&£ In! Fe “ en 
9 le+ le —1oosgl"—=P,(&4+ 2m! 3) are 


20. Zusammenhang mit den Besselschen Funktionen. Wir wollen den 


MM 2. 
Grenzwert von P7 (cos = für n—> + oo berechnen und verwenden dazu 


1) E. HEINE, Diss. Berlin 1842. 
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Formel (194). Es ist danach 


u 8... 9 

lim ey 2 (cos -) —__ lim [ en ee m ) cos mp de. 
(nm!) * N rim 

n>+% n>+@, | . 

Nun ist In [cos (92) + sin (®z) cos p] eine analytische Funktion von z, 

und zwar auch für z= 0, falls wir die Funktion dort durch ihren Grenz- 

wert definieren. Dieser ergibt sich durch Differenzieren von Zähler und 


7 


Nenner zu 


im Or Se 
2>0 cos (#2) + sin (92) cos 5 


somit ist 
ji (—1)”n! pm v I “ id c08 Q ./ d 
1m -- N COS = -——— e COS mM Yo od 


== m 
not mt m)! N 1) ; 


nt nt 
ze m } eiime+d cos 9) do JE f eil-mp+rd cos p) 2 
\ Ö 0 


u 
Er 3 
i 3 08 g) 1 i(my-d sin y) I 
= ei(mp+ pP PR e d 
rel dp 2 Y 
=. SE 
2 


wobeio=y-+ 5 gesetzt wurde. Nun ist aber 


IT 


2 + 
f e’ (my—dsin y) day z fe (my—-® sin y) Ay 
3n _n 


oO 


[4 


wegen der Periodizität von e’” und sin y, daher nach einer bekannten Formel 
aus der Lehre von den BESSELschen Funktionen!) 


(1) nt! 


il. 9 
(I) lim (n £ m)! 2; (cos =) = Sn (B) a 


n> r oo 
Wir. können diese Beziehung auch anders schreiben, wenn wir berücksichti- 
gen, daß gemäß der STIRLINGschen Formel (II, 59) 


j; n!In” 
mi 
ist, nämlich 
(2) lim n"Py (cos ) == (= 1" 7,0), 


Nn>+© 


!) Siehe z. B. J. LEnsE, Reihenentwicklungen in der mathematischen Physik, 
2. Aufl., Berlin 1947, W. de Gruyter (im folgenden mit L bezeichnet), S. 36. 
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also insbesondere | 
(3) lim P, (cos ) — JM). 
n>T+X e 
(2) stammt von HEINE!}), (3) findet sich schon bei MEHLER?). 


21. Integraleigenschaften. Wir erinnern daran (Ziffer 17), daß 1 
Nullstellen der ersten n—1 Ableitungen von (#2 — 1)” sind. Damit er- 
halten wir durch teilweise Integration 

"gm (x? — 1)” dr =)? m 1 (28 — ar dr+i (2? — 1)* 
—_— dt = — | m 0 di 

[ dam dar | | dam-1 dar +1 

1 1 
u is 2 (2? er 1) dr+2 (x? — 1)” 


FE ar 


e de+tm (x? oa 1)” 


= 


daher ist das Integral gleich Null für m> n, dagegen ergibt sich fürm = n 
mit x = cost 
fe) er ER, Fan) — 1)" dx 
1 E3 
— 2(2n)!/(1— 2” de— 2(2n)! [ sin’"Hiıdt. 
Nun ist . v 


ae IT 


7 
2 


J sin?”+1:dt = [— sin?” t cos ai + 2n j sin?"1 Y’cos?t dt 


[3 


‚2 
—2n [sin nr ud an Jeintertsa, 
ö 


2 
[si n?r- led 
0 ; 


2 

an (2n — 2) . 9n—3: 

= ODan 1 f sin tdi 
0 


somit wird a 
2 
f sin"tlıd — 


0 


Bu en — ı .2 


1) E. HEINE, J. reine angew. Math. 69 128. 
?) G. MEHLER, J. reine angew. Math. 68 (1868) 140. 
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und 


da” (a? — 1)R Rx 2. ° .2n. _ 2ertl(mi)? 
| IE | za), n +1) 2n+1 
-1 


Daraus erhalten wir gemäß (14-2) die Orthogonalitätsbeziehungen 
der LEGENDREschen Polynome 


+1 0 für mEN, 
(2) [PROPOE=| 2 „ ,_ 
—1 Mmri ur: Mm=—_nRr. 
Nach (18-4) ist, weiter 
a Pr. m: 
1-9 2 EN 
(2) ö m 
dep! dp" 
1-9 - #8 + [re +D-e|P7=0. 


Wir multiplizieren die erste dieser Gleichungen mit P}', die zweite mit P} 
und subtrahieren. Dann ergibt sich 


m dPr dPy\ | BER 
Al ler Fr dE rurrz de A )|+@-nm+r+nprpr=0 
oder durch Integration zwischen —1 und +1 
(3) Ir 2 PrAdE—=0 für nr. 


Schreibt man in der zweiten der Gleichungen (2) n und r statt r und Mm, 
so erhält man auf gleiche Weise . 


+1 
(4) 2 ee für m=#r. 
-1 
Ferner ist 
Pr = (—1* (1 — ern, 
dPn Mn 
EEE 1m a 9° Bid + Ietime— 8° "Pi, 


Be 


par! — (— Det (== 2) 2 ie Per) 


> 
--u- 9° tm © pn|, 


daher durch teilweise Integration mit Berücksichtigung der Differential- 
“ gleichung (18-4) für P} und der Beziehung P} (-1)=0 für m>0 ge- 
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mäß (18-2) 


+1 ae > EI 
[rraora= | la- &) Bel +ams| Pm@ — 


—1 -1 


+1 
m2&2 i dp, (&) 
+ era! de = — | Fr) “la &°) nl dE 
a 
+1 | +1 ee .ı 
m [tProrae+ [BLPrOr?dE 
= -1. 
ee N 
- [na +n-"g-m+ a l|irr orae 


el 
—-—(n—m)n+m+1) [| [PR(OP 48, 
=4 


somit 


+1 +1 
[trror&e= m m+1)(n+m) [IPFFOPdE=--- 
=; 1 


+1 
= (n—m+1) n— m+2)-.n(n+m)(n+m—1)---(n-+1) [ [P,(HPdE 
—i 


2 (n-+m)! 


= On+i (n — m)! nach (I) N 


also nach (3) die Orthogonalitätsbeziehungen der zugeordneten 
LEGENDREschen Funktionen 


+1 [9 fürn#r, 
(5) [ROPFOE- 2 mm! .. 
ı 5 — _.. WENET., 
2n + 1(n — m)! 
22. Normierte orthogonale Polynome. Fo(&), Fı(%), Fa(x), .. . seien 
Polynome von den Graden 0, 1, 2,... mit reellen Koeffizienten. Wir 


nennen sie normiert orthogonal im Intervall -—1<xr<s<-+]1, wenn 
die. Beziehungen gelten. | 


0 für mtn, 


+1 
e) Fe) P,(@)de=1, für mn. 


Durch diese Forderung sind die Polynome eindeutig bestimmt, 
wenn wir noch verlangen, daß die Koeffizienten der höchsten 
Potenz von x in jedem Polynom positiv sein sollen, und zwar 
ergeben sich bis auf konstante Faktoren die LEGENDRE- 
schen Polynome. 
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Offenbar muß dann F (x) = sein. Setzen wir F, (X) =c,-+ 1%; 


ns 
Y2 
ar +1 +1 
so muß [F&)F,(@)de=0, daher 0, | da + c, [ wdx —=0 oder co, = 
= 1. _1 
+1 | | Es ee 
und i J [F,(x)®d&=1, daher =) ©de—=1 oder c, = : sein. 
Setzen wir ferner F (2) —(c,+ 0% +0,22, so ergibt sich aus 


[Fe@)F,(e)de=0 und |rr (2) dx = 0 
+1 
a ee au 


44 
la [riet a [wart] war=0 


= ‚,G4=P0, also F,(x)=cy+0,22 u [F,(x)% dx =1 liefert 


31/5 
dann , = 5 v3 ; 

Für dasnächste Polynom machen wir den Ansatz F,(2)—c,F (2) + cf (x ) 
+c,F,(x) + c,%°. Er ist gerechtfertigt, da wir nach dem Vorhergehenden 
x, xl, «2 linear homogen durch F,(&), #1 (2), f;(x) ausdrücken können. 
Wir erhalten die Bedingungen 


F,(x)F5,(x)de—= 6, [trste z)®dx + cz rote Yet, 
F,(&)Fy(& de=a First det, [Rita x)23 de —0, 


as )de= c | [lade +, | Arte de —N0. 
23 | 


Ausdiesen Gleichungen nn sich C9, €], €, durch c, ausdrücken, und dann 
ergibt die Bedingung Fi [Fs(& )Pdax=1 eindeutig 3 > 0. Setzen wir 


nämlich Co; €1; €, als uni eher von c,;in F,(x) ein, so läßt sich c, heraus- 
heben und der übrigbleibende Faktor ist nicht identisch Null, weil er das 
Glied x? enthält, das in den drei ersten Summanden nicht vorkommt. 
In dieser Weise können wir fortfahren und die Polynome F,(x) eindeutig 
bestimmen. Da aber nach (2I-I) die Polynome + P,„(x) unsere For- 


derungen erfüllen, muß F, (x) = 22 P„(x) sein. 


23.'Zweiter Mittelwertsatz. der Integralrechnung. 33 


+1 
Lassen wir die Normierungsforderung f [F„(#))° de=1 fallen, so 

| -1 
bleibt in jedem Polynom F(x) ein konstanter Faktor willkürlich, d.h. wir 


erhalten F,(x) — (0, P,(x), wobei die CO, willkürliche Konstanten sind. 


8 4. Reihenentwicklungen nach Legendreschen Polynomen. 


23. Zweiter Mittelwertsatz der Integralrechnung. Wir wollen in dieser 
Ziffer eine Formel der Integralrechnung ableiten, die weniger bekannt ist, 
die wir aber im folgenden öfter brauchen werden. Man. bezeichnet sie auch 
als zweiten Mittelwertsatz, im Gegensatz zum ersten Mittelwertsatz 
der Integralrechnung, der bekanntlich folgendermaßen lautet: f(x) und 
g(x) seien stetig im Intervall /(a < x << b) und g(x) möge in ]J sein Zeichen 
nicht ändern. Dann gilt | 


b 
Ir@s ()de=f f(& | g(«) dx 


wobei & einen bestimmten, zwischen a und 5b gelegenen Wert bedeutet. 
Auch beim zweiten Mittelwertsatz werden f(x) und g(x) stetig voraus- 
gesetzt, g(x) aber jetzt monoton wachsend (im schwächeren Sinn, d.h. 
9(%) > gl) für , >). 

Wir teilen das Intervall / durch. die Teilungspunkte x, in n Teile, d.h. 
es sei a =my << <<... <axe,=b. £E, sei ein Punkt im v-ten Inter- 
vell 2,_,<&, se, 6,=%-—%,_ı die Länge des v-ten Intervalls. 


Ferner setzen wir zur. Abkürzung o, = f(&,) — rn / J(z)dx. Nach dem 
1 3 
ersten Mittelwertsatz mit g(x) =1 ist o, = f(&,) — f(&,), wobei £&, einen 
bestimmten Wert zwischen x,_, und x, bedeutet. Wir bilden nun 
2, 


(1) FE) g(&) 0, = Note) | SF) de + 4, 
v=1 v= z 


v—1 


N b b 
- N 06) J Fi@) de — [ fie) de +0,06, 
= %y—1 2, 


[7) | b N 
&) | fia) 2) de + N Io6, )—9(&,_,)] [ Fa) de + I] 9(£&,) 0,0 
a ; v=1l 


y—1 
f ji (u) du ist eine stetige Funktion von x im Intervall /, m und M seien 


ihr kleinster und größter Wert. Weil g(x) in I monoton wächst, liegt die 
vorletzte Summe in der letzten Gleichung zwischen m[g(&,) — g(&)] 
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und M[g(&,) — 9(51)]; sie ist also gleich u[g(&,) — g(&)], wobei m<us<M 
ist. Nach dem Zwischenwertsatz für stetige Funktionen gibt es nun einen 


Wert E zwischen a und b, so daß a = f (u) du.ist. Wegen der Stetigkeit 


von g(x) sind alle |9(&,)| <@ (G fest), ferner bei genügend feiner Einteilung 
alle |o,|<e (e nn kleine positive Zahl),. somit ist 


| oc, 08) <Ge-a) 


Beim Grenzübergang zu beliebig ea ne strebt in Gleichung (1) 


die linke Seite der ersten Zeile gegen S f(x)g(x) dx,. das erste Glied 
der dritten Zeile gegen g (a) f f(x) d&, das letzte gegen Null, infolgedessen 
Fa 


b 
auch das mittlere, d.h. [9 (&,)— 9 (&)] f (u) du gegen einen bestimmten 


Grenzwert. Der erste Faktor dieses Ausdruckes strebt gegen g(b) — g(a). 

Ist diese Differenz von Null verschieden, so ergibt sich daraus, daß auch 

der zweite einem bestimmten Grenzwert u zustrebt, wobei m < u < Mist. 

Weil das Integral stetig von seiner unteren Grenze abhängt, läßt sich u 
b 


in der Gestalt | f(x)dx darstellen, wobei a<&sbist. Man hat daher 


b | b. 
Jf®) ste) de = ga) [ f(x) de + [g(b)— g(a)] 1 [10 
& b 
—g(a) [ fix) dx +g(b) / f(«) de, 


wobei a <E<bh ist. 

Dies ist der zweite Mittelwertsatz der Integralrechnung. Er gilt auch, 
wenn 9(x) im Intervall Z7 monoton abnimmt, denn durch Multiplikation 
mit — lerhalten wir in —g(x) eine monoton zunehmende Funktion. Ebenso 
kann a>b sein, wie sich durch Vertauschung der Grenzen ergibt. Für 
g(a)=g(b) ist g(x) konstant, der Satz somit ebenfalls richtig. | 


24. Asymptotische Abschätzungen. Wir werden im folgenden einige 
Abschätzungen für die absoluten Beträge der LEGENDRESschen Polynome . 
‚brauchen, die wir bereits jetzt im Zusammenhang entwickeln wollen. Zu- 


2 
erst eine Hilfsformel. Nach dem TAyLoRschen Satz ist ee =1+x+ - er 
für alle reellen x, wobei 0O<®<1 ist, somit ®>1-+x, weil e" > 0 ist. 


| : ee Be | u : Im y 
Setzen wir 2 —= ER mit positivem ganzem m > — y, So ist (1 + r) se. 
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Daraus erhalten wir für reelles « und ß und positives ganzes n 


2 1A 


Ri a®+ß 
+ im Le TE 
( 1-4 -1-2455 <o | 
2 2 
wenn n> 20 + ist. 


— [3 


Nun verwenden wir Formel (15'2). Wir zerlegen das Integral in 


+ f 
2 


und führen im zweiten die Veränderliche v=n—o ein. Dann wird 


IT T 


2 e> 
pP, - —[ (&+ iy1ı—& cosp)" dp +, [(E-: Y1— &2 cos p)" dp 
0 0 


2 | 
2 al zz 
BET FON EB 
0. 
Wir setzen z=E-+i 1 1—£&?2 Mit Rücksicht auf — 1 <E <-+1 erhalten 
wiralso |2|=1, 21= gi 1-&, 6=5 @+2""), 1 Rz (a2), 


& il: ) \1-&o0sp=z0082% + 2"!sin??. 


An Stelle von p führen wir die neue Veränderliche vu = Yn sin > ein. Mit 


der Abkürzung 
2—=1—-2?= 21-9) 4 8 ı-& 


folgt dann 
& = ® yı BE: &2 cp =2 (1 — x? sin? 2 — (ı = =) ’ 

somit 

Se 

cz V2r 
4z” zeu2\n du 
PO) =& 1-5) 
= ln 0 ö yı-# 

und 


2 
weil im Integral 1— r = ist. Nun verwenden wir die Hilfsformel (I). 


Wir setzen Au =a«-+Pßi, wobei a=2(1— u, B= JE Y1—- & u ist; 
Lense, Mathematik. A, Bd. 23. 3 
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dann wird 
(@) + = 4l— uf, 

u A NY FR EN a? 

If -21- u (1 2 £2) u2, 
Schreiben wir zur Abkürzung W=»v, so ist 0<v <5 im Integrations- 
intervall O<u<s V3- Die Funktion v (1 — nimmt ihren größten 
— für 9 = 5 an. Ferner it 1—-&2< 1, also 
| a2 + ß2 en 
2X — ms <n nach (2). Es wird infolgedessen 
u: 
4 2 21 y2 
er A — (1-8) u 
3 ai<t re du 
N) 


t VE fernen IE 
2 I Inni—-&) 


Formel (12-7) liefert uns jetzt eine Abschätzung für |P,(&)|. Fürn>2 


Wert, nämlich 


ist nämlich 


2 Yan 2 Y?r 1\=7 3V?n 
P- en Hl ST 
n| nalel Sr na £2) VYr(1—- &) | .) Yri - £) 
also 
(4) Dean, 
—£ Yr (1 z &2)2 


Die Abschätzungen dieser Ziffer gehen. auf H. BURKHARDT!) zurück. 


25. Entwicklung nach Legendreschen Polynomen. Die Funktion f(x) 
möge folgende Eigenschaften haben: Das Intervall I[(-1<x< +1) soll 
sich in eine endliche Anzahl von Teilintervallen zerlegen lassen, so daß 
f(x) im Innern jedes dieser Teilintervalle stetig und monoton ist; die Funk- 
tion hat also höchstens eine endliche Anzahl von Unstetigkeitsstellen. Wenn 
die Funktion in einer Umgebung einer Unstetigkeitsstelle x, beschränkt 


ist, sollen ihr rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert lim f(x, + h) und 
h>0 

lim f(&, — h) vorhanden sein (k>0). Fällt x, mit einem der Endpunkte 

h>0 . 

des Intervalls zusammen, so wird sinngemäß nur das Vorhandensein 


eines der beiden Grenzwerte gefordert. Bleibt f(x) nicht überall im Inter- 


1) H. BURKHARDT, $.-B. math. nat. Abt. Bayer. Akad. Wiss. München 1909, 
10. Abhandlung. 
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vall beschränkt, so soll ee; integrierbar sein. Dann sind auch |f(«)| 
und |/f( f(&) (=) | wer 
Ließe = f(x) in I in eine gleichmäßig konvergente Reihe nach 
LEGENDREchen on entwickeln 
(1) fa) = 3 «,P,(@) 
v=0 


so könnten wir die Koeffizienten c, in folgender Weise bestimmen: Wir 
multiplizieren die Gleichung (I) mit P, (x) und integrieren hierauf von —1 
bis +1. Formel (21-r) liefert dann. 


(2) = (n+- 1] or ie 


Um die Möglichkeit einer derartigen Entwicklung zu erkennen, be- 
rechnen wir die mit den. Koeffizienten (2) gebildeten Teilsummen der 
Reihe (I), also 


N +1 +1 
3) 58) = St] P,(@) [ fiu) Pt) du= | 8,2, Wftw) du, 
wenn wir zur Abkürzung 
a) 8,80) = N (+5) P.@)P,(W) 
v=0 


setzen. Nach Formel (12-1) ist 
2» +D)eP, =D P.ı@) tv, 
(29 ae )uPr,W=(e+1)P,,,(w+vP,_(); 
daher, wenn wir die erste dieser beiden Gleichungen mit P,(w), die zweite 
mit P,(&) multiplizieren, und sie dann voneinander abziehen, 
(2v+1)(©— u) P,(@)P,(w) = (+1) [P,,1(&) P,(u) — P,(&) P,,(w)] 
—»[P,(@) P,_ı(W) — P,_1(@) P,(w)]» 


somit gemäß der Bemerkung am Schluß: von Ziffer 12 


| 1Pp P„ (u) — Post: 
(5) S,(x, u) = en el ı \ 
Diese Formel stammt von CHRISTOFFEL?). Damit erhalten wir 


+1 


(6) s x)" +1 f Pn+1(%) En (u) — Pn(®) Pal Ne) A 


un 2 zZ—-U 


1) Siehe Anmerkung in Ziffer 12. 
3 
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J 


Es handelt sich nun um die Konvergenz dieses Ausdruckes mit n > -+ oo 
für ein beliebiges x im Innern von I, in dessen Umgebung f(x) beschränkt 
bleibt, bzw. um die gleichmäßige Konvergenz für ein im Innern von I ge- 
legenes abgeschlossenes Intervall /,(&, <t<x), in dem f (x) überall 
stetigist. Um die nötigen Abschätzungen durchführen zu können, muß man 
das Integrationsintervall 1 <uss-+1 in verschiedene Teilintervalle 
zerlegen. Es sind getrennt zu behandeln (Abb. 4): 

a) die Umgebungen der Punkte —1 und +1, 
b) die Umgebung des Punktes x selbst, 
c) die Umgebung etwaiger vorhandener: Unstetigkeitsstellen der Funk- 

tion f(w), 

d) die übrigbleibenden Stetigkeitsbereiche von f(w). 


-1.-1427 x nen x +1-2n +1 


PD — 1 — 


I 
Abb. 4. 


26. Untersuchung der Endpunkte. Wir gehen zuerst an die Aufgabe a) 
und wählen zu diesem Zweck eine positive Zahl n, so daß 


? 


(1) —1+2n<re<1— 2% 
bzw. — 1+27n<m, se sw,<1i1—2n 
ist. Nach (24-3) ist | 
(2) \n1— 22) |P,(@)| <k (k fest) 
für alle n und alle x des Intervalls /, daher wird 
en  Baka) | _2k cs \fw)| 
(3) In + | 0 ... RR, du , 


wenn nur !<e<nist, dadannnach (1)im Integrationsintervalle — u> n ist. 
Das letzte Integral läßt sich aber bei gegebenem n durch geeignete Wahl von e 


beliebig klein machen, weil a integrierbar ist. ge hängt also von n ab. 
— U 
Dabei können und wollen wir e immer so wählen, daß f(wu) für -—l1<u 


—1+e 


It: | u f@) i 


x — 
—1 


<—1-+.e stetig ist. Entsprechendes gilt für 
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und für die Beiträge des Intervalls 1—e <uxs1zus,(x), ebenso wie für 

—1+e 1 

f S,„(x, u) du f 9,(2, u) du 

—] 1-e 

da man hierfür nur f(w) =1 zu setzen braucht, um die eben durch- 

geführten Überlegungen übertragen zu können. Die von den Um- 

gebungen der Punkte — 1 und +1 herrührenden Beiträge zu s,(x) und 
+1 

f S,(x, w) du werden also dem Betrage nach beliebig klein, wenn nur 
—] 

e klein genug gewählt wird, wobei e von n und von der Lage des Punktes 


und 


9 


x in I, nicht abhängt. 

27. Untersuchung der Unendlichkeitsstellen. Die nach b) ebenfalls 
gesondert zu behandelnde Umgebung von % = x sei nun durch das Inter- 
vll I, (« — 6 <u<sx+ 6) gegeben, wobei ö> 0 so gewählt sein soll, 
daß /, im Innern des Intervalls /(—1 +esus1l-e) liegt und f(w) 
in den Intervallen —- ösu<x und <u<sx-+ö stetig und mo- 
noton Ist. 

Wir untersuchen zunächst die restlichen Intervalle ’(-1+e<s<u 
<x—6) und !(«+ös<u<s<1i-—e), d.h. die Bereiche c) und d). 

Nach (24-3) ist 
(I) IP, W| < = für alle u in I, 


wobei K von n und u nicht abhängt, wohl aber von e (also auch von n). 
Es ist hiermit nach (25-5) für alle « in I’ oder I’ 
I 2.K? j 
wobei K’ von n, x und « nicht abhängt, wohl aber von 6, e und n. 
a<u<ß sei ein Intervall I aus /’ oder I”. Dann liefert der zweite 
‚Mittelwertsatz von Ziffer 23 


ß ß 
® |. wa. =": [0 [Eau 
; Ka 
— P,(@) ’ a 
a ß 
-’7 E | pP, au + [Pau 
& & 


& ß 

Pr Pn(& 

2) (Pau 2 | Pu) du 
a 62 


b) 
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wobei &, und &, zwischen « und P liegen, die Grenzen eingeschlossen. Ge- 
mäß (125) ist 


b 
DS Pu du= 4 [P241)— Pa41la) — Pr) + Pa], 
also wegen (1) z. B. 


1 
n +1 Pa+ı(®) 
| 200 0—a | Fran < 


K’ 


wobei K’”’ nur von e und n abhängt. Entsprechendes gilt für die drei 
übrigen Integrale in (3). Es folgt somit 


(5) lim (s,« u) du=0, 

Nn>+m@X 0 
und zwar gleichmäßig für alle x in /, und alle Intervalle I in I’ oder I a 
d.h. man kann den Betrag des Integrals durch Wahl von n beliebig klein 
machen, wobei n nur von ö, e und n abhängt. 

In I’ und I’ seien m Punkte vorhanden, in deren Umgebung f(u) nicht 
beschränkt bleibt. Wir schließen diese Punkte durch Intervalle i „ von der 
Länge !, (u—=1,2,...,m) aus, die ganz in I’ und I” liegen und keine 
gemeinsamen Punkte haben. Für das -u-te dieser Intervalle haben wir 
nach (2) 


Jr Bu = = fire )|d 
d.h. es kann | 
PLACOCL” 


beliebig klein gemacht werden, wenn man die /, genügend klein wählt, 


da |f(w)| integrierbar ist. Die Wahl der I, hängt aber von ö,e und n ab, 
weil. K’ von diesen Größen abhängt, dagegen nicht von n und von der 
Lage des Punktes x in /,. Damit haben wir Aufgabe c) erledigt. 


28. Untersuchung der Stetigkeitsintervalle. Wir wenden uns nun zur 
Aufgabe d). Nachdem wir aus I’ und I” die Intervalle ö, ausgeschlossen 
haben, können wir die restlichen Intervalle von I’ und I’ in eine endliche 
Anzahl von Intervallen I ; (A=1,2,...,N) zerlegen, so daß f(u) im Innern 
eines jeden Intervalls I, stetig und monoton ist. Es sia<usöb ein 
solches Intervall und a<a’<b’<b. Es ist | 

b v7 
[S,.; u) f(u) du = lim f S,(x, u) f(u) du 
q 


a >aa' 
v’>b 
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: | 
weil f(u) in I, beschränkt bleibt. Für die Bildung von | 8, (x, u) f(u) du 


können wir uns also f(w) in den Endpunkten a und 5 des Integrations- 
intervalls durch lim ffa+kh) und lim f(b—h) mit A>0 definiert 


h>0 h>0 
denken. Nach dem zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung ist daher 


b 

1ER z,u) (u u le +h) I (x, u) du + lim f(b— h 8 x, u) du, 
h>0 

sobei asisb EN "Da fu in. ], beschränkt ist, folgt nach (27°5) 


(I) lim [s, (z,u) fu) du=d, 
n>+o© 2 
und zwar gleichmäßig für alle x in. /, und alle Intervalle I, in I’ und I”. 


Dabei ist aber noch folgendes zu bemerken: Die Schranke von f(u) hängt 
er | 
von der Länge Br der ausgeschlossenen Intervalle v,» d.h. von ö, e 
u=l 
und n ab, somit kann man den Betrag des Integrals in (I) durch passende 
Wahl von n beliebig klein machen, wobei n nicht von x, a und 5, wohl aber 


von 6, e und n abhängt. 


Haben . und ß die in der vorigen Ziffer angegebene Bedeutung, so 
setzt sich J S,„(x, u) f(u) du aus einer endlichen Anzahl von Integralen über 
Intervalle „und /, zusammen, infolgedessen ist 

Bß 
(2) lim [8,(®, u) f(u) du= 0, 
n>+@ a 
und zwar gleichmäßig für alle x in I, und alle Intervalle I in I’ und I”. 
29. Untersuchung der Umgebung des Punktes x. Wir haben jetzt noch 


z+ö 


die Aufgabe b) zu lösen, d.h. f S,(x, u) f(u) du zu untersuchen. Wir 
6 


betrachten zuerst f S,(%, u) f(u) du. Mit h > 0 ist 


—6Ö 


r S,(&, u)f(u) du = lim f(x — h) n S,(x, u) du 
ö h>0 x—Öö 


+ | 8,(@ u) Lf(u) — lim f(& — h)] du. 
ul) h>0 


Um 188 u) du zu berechnen, gehen wir so vor: Nach (25°4), (13-I), 


2—Ö 
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(27:4), (10-4) und (27°1) ist 


rn 3 Pute P,,, (2) — P,_,(@)] 


1 N 
=>+3>P, (x) Prssle )>5 für n>- 00, 


und zwar en für alle x in I. Weiter ist 
—1+e 


(3) 15.06 W000 = [8,0 Wau+ T 5.0 Wan 


-1+e 
—1+e 
f S,(%; %) ” kann gemäß Ziffer 26 unabhängig von der Lage des 
= 
Punktes x in /, durch bloße Wahl von & beliebig klein gemacht werden, 


x-6 

f S,(z, u) du konvergiert gemäß (27'5) nach Wahl von 6, e und 7 gleich- 
-1rE 
mäßig für alle x in /, gegen 0 mit n> + oo. Man kann also gemäß (2) 


und (3) dadurch, daß man n, e, ö, n hintereinander geeignet wählt, unab- 


hängig von der Lage des Punktes x in I, erreichen, daß sich f 8,(%, u) du 
x—-6 


von. > beliebig wenig unterscheidet, oder anders gesprochen: es ist gleich- 


mäßig für alle x in I, 
T 
s 1 
(4) lim f 8,(%, u) du = 5 
N>+X x-6 
Nun betrachten wir das zweite Integral der rechten Seite von (I). 
Es ist gemäß den Voraussetzungen über die Größe des Intervalls 


i „x«—-6<u<e) in Ziffer 27 nach dem zweiten Mittelwertsatz 
(5) f 8, (%, u) [| f(u) — lim f(x — h)]au 
—-6Öö h>0 


5 

= [f(x — 6) —limf(x—h)] | 8,(x, u) du, 
h>0 x—-6 

wobei 2—-ö<{L<e ist. Wegen der oo von f() in I, können wir 6 


so klein wählen, daß | f(@ — 6) — Se us zx—h)| en klein wird. Dabei 


hängt ö von der Lage des Dre: x in I, nicht ab, weil die Funktion f(x) 
als stetige Funktion im abgeschlossenen Intervall J, auch gleichmäßig 


& 

stetig ist. Wenn wir also noch beweisen können, daß f 8,(%, u) du 
x—-6 

wenigstens für alle genügend großen n unabhängig von n und Ö und, 
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falls & in Io variiert, auch unabhängig von x beschränkt bleibt, so kann 
der Betrag von (5) durch Wahl von ö unabhängig von den genannten 
Werten von n und x beliebig klein gemacht werden, und es konvergiert 
infolgedessen (I) zufolge (4) mit n— -+ oo gleichmäßig für alle x in I, 
Use | 
gegen 5 im fx —h). 
h>0 


Der erwähnte Beweis läßt sich in folgender Weise führen: Wir denken 
uns n schon so groß gewählt, daß ed ist, und setzen zuerst voraus, 


daB & > »— ist. Es ist 


1 
2 


& 
(6) | 00 = ("Ss wdut | Sau. 


2-6 


Ss 


Wie in Ziffer 27 erhalten wir 


get a 
ati] Ar) f | Ä 

(7) N, (2, u) du—= —; 5 I AR"WdurnP) | 2.) du 

x—ö 6 & 

1 

P„( ’ f, 

a / P,,,W)du— nP,(x) IL n+1(u) du |, 
x—6 

wobei € und ” zwischen 2 — ö und € — — - liegen, die Grenzen eingeschlos- 


sen. Wegen ; <.n, (27'4) und (271) ist z. B. für alle hinreichend großen n 


& 
+1 Pa+1(%) J I ’ 
(8) E u j* „(u) du <a Pass @l Par) 


zer PM) + ra N <G: 
wobei G, nur von e und n, aber nicht von ö, n und der Lage des Punktes x 
in I, abhängt. Ähnliches gilt von den drei übrigen Integralen der rechten 
Seite von (7), daher auch von der linken Seite. 


£ 
Nun schätzen wir f S,(%, u) du ab und wenden dazu auf (25.5) den. 
1 
Mittelwertsatz der Differentialrechnung an. Es ist 
Pa+1(&) Pn(u) — P (@) Pn+1(%) Pula) — Pula) 


Fr TE en er & Re neun 
Pasta) — Pa+ıla) 
KT 


= P„(8)- Parı [& + 9 (u — ©] — Pa+1(% x) P„[® + (u — %)]; 
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wobei d, ünd d, zwischen 0 und 1 liegen und im übrigen noch von n, u 
und x abhängen. Nach dem ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung 
ist daher 
& 
ai T a 
N N 


2-. 


=" 24, A @PAulet hd 
— Pa) Pula +9 2)]}; 


wobei &, und Ö,; zwischen x = und Z liegen und auch in ®, und d, für u 


einzusetzen =” nämlich £, in 9, und %,in®,. Nunist | —x-+ - a 


N 
wegen £ > x — --, daher nach (24'3) und (24 4) für alle genügend großen n 
Ü | . 
(9) [ Sn(® u) du|<@,, 
es 


wobei für G, das gleiche gilt wie für G,. Gemäß (6), (7), (8) un (9) ist 
infolgedessen für alle ee. großen n und —-ö<r— — < ER 


(10) <G, 


[s,« u) du 
x—-6 


wobei für @ das gleiche gilt wie für G, und G,. 
Nun haben wir noch den Fall ‚2 <xe— 2 zu erledigen. Es ergibt sich 


ähnlich wie bei Formel (7) 


& &Ü & 
(II) [ S8,(%, u) du =" 2 nn [ P„(u) du-+ ae [rw du 
= 2—-6Ö 4 
P . Pl 
— > [Pr du — a [P...W “ 
z—-Öö &% 


Wegen 5 <n, (27°4) und (27'I) ist z. B. für alle hinreichend großen n 


u 
(12) ns 1 / P,(u)d n(n+1 


u) u< NErEmN | P„+1(®)| Pr) 
u) 


—P 


n+1(® —6Ö) u P.-4(&) T P„-1(® —Ö)| <@, 
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wobei für @’ das gleiche gilt wie für G. Eine ähnliche Abschätzung erhält 
man aber auch für die drei übrigen Integrale der rechten Seite von (II), 


da 2— {> ist, somit auch für die linke Seite. Damit ist die Be- 


& 
schränktheit von f S,(x, u) du in allen Fällen nachgewiesen. 


c—-6Öö 
c+Ö6 


Jetzt beweist man ebenso, daß f S„,(2,u) f(u) du mit n> + oo 
T 
gleichmäßig für alle x in I, gegen > lim J(&-+h) konvergiert. 
h>0 


30. Konvergenz der Entwicklung. Berücksichtigen wir nun die Er- 
gebnisse, die in den Ziffern 25—29 zusammengefaßt sind, so folgt 


MD) im s,@)=zllimfia+h)+limf@—hll  (h>%), 
n>+%X h>0 h>0 
ferner, weil imf(e+h)=lim f(e —h)=/f(x) wegen der Stetigkeit 
h>0 : h>0 
von f(x) in I, ist, 
(2) lim s,(2) =f(«) 


n>+@ 


gleichmäßig für alle x in I,. Oder in Worten: Die Entwicklung (25-1) 
der Funktion f(x) nach LEGENDREschen Polynomen konvergiert 
in jedem Punkte des Intervalls -1<xr<-+l, in dessen Um- 
gebung die Funktion beschränkt ist, gegen das arithmetische 
Mittel des links- und rechtsseitigen Grenzwertes der Funktion, 
in jedem Stetigkeitspunkt somit gegen den Funktionswert, 
und zwar gleichmäßig in jedem abgeschlossenen Intervall, in 
dem die Funktion stetig ist und das im Intervall -1<x<-+t1 
liegt. 

Das Verhalten der Reihe (tr) in den Endpunkten +1 von J und an den 
Stellen, in deren Umgebung die Funktion nicht beschränkt ist, wollen wir 
nicht untersuchen, ebensowenig die Frage, inwieweit die Funktion durch 
die Koeffizienten (25-2) bestimmt ist. Näheres findet der Leser in dem 
in Fußnote 2) genannten Buch von HoBson. Wir haben bei den Über- 
legungen der Ziffern 25—30 Gedankengänge von H. BURKHARDT!) und 
E. W. HoBson?) benützt. 


31. Entwicklung von &” nach Legendreschen Polynomen. Wenn wir 
die Gleichungen (I3-I) nach den einzelnen Potenzen von & auflösen, er- 


1) Siehe Fußnote in Ziffer 24. 
?) Siehe Fußnote in Ziffer 18. 
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halten wir 
1= P, (£), 
& -Z P,(& ’ 
e=5P,9)+3z PB. 
6 B=2P()+Z PO, 
=, P$)+4 PO +zPı&, usw. 
allgemein 


5 = a,P,(&) Ir an_ofn-2(d) 4... 
Aus der letzten Gleichung (I) folgt gemäß (21-1) 


1 
(2) [err,od=0 für m=0,1,2,..,n—1. 
Ä = 1 


Von diesem Satz läßt sich folgende Umkehrung beweisen: Das einzige 
Polynom f(£) vom n-ten Grad in £, welches der Bedingung 


1 
(3) Ferfoae=0 für m=0,1,2,...,n—]1 


-1 
genügt, ist OP, (£&), wobei C eine beliebige Konstante bedeutet. 
Zum Beweise bedenken wir, daß aus (3) und (I) der Reihe nach 


(4) Tror0 dEe=0 für m= 0,1, 2,2... n—1 
-1 


folgt. Das. einzige Polynom n-ten Grades aber, das die Gleichungen (4) 
befriedigt, ist P_(£) bis auf einen konstanten. Faktor gemäß den Über- 
legungen von Ziffer 22. 

Da P,($) =a&" + BER? -y Ertl... ist, ergibt sich für alle posi- 
tiven ganzzahligen m 


1 
m ee & P Y 
a) 0 0 em zu Sue 


ST 9 (m, n) 
mn +l)(m+tn-1N(m+n— 3)...’ 
wobei g(m, n) als Funktion von m betrachtet, ein Polynom 131 -ten Grades 


in m ist. Der Koeffizient der höchsten Potenz von m ist 


a+ß+y+--=P,D)=1 nach (103). 


Aus (2) folgern wir 
+1 


1 
jer,Od=2["P,($d=0 
0 


1 
fürm=n—2, n—4,n—6,..., weil die Exponenten von &E im Inte- 
granden gerade Zahlen sind. g(m, n) verschwindet also für die eben ge- 
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nannten Werte von m, infolgedessen ist 


m(m — 2) (m —n-+2) für gerades n > 0 
mn -| 


und 


(m — 1) (m — 3) ---(m—n+2) für ungerads n>1 


m (m — 2) (m— n-+ 2) 
[ (m +n+1)(m+n—1).(m+1) 
I m-—-1)(m— 3). era, 
(m+n+1l)(m ++ n—1) (m +2) 


für gerades n > 0 


für ungerades n >1, 


el Deere 2) 
(m +n+1)(m+n— 1) (m—n-+35) 


für alle positiven ganzzahligen n>2 und m>n. 


1 
A 1 
0. 


Jetzt lassen sich die Koeffizienten der Entwicklung. (1) leicht be- 
stimmen. Nach (25:2) ist 


: +1 
= (r +5) [er r,@ a, 
1 
also a, =(, wenn r>n nach (2) oder wenn n — r ungerade ist, weil in 


diesem Fall die Exponenten von & ungerade Zahlen sind. Dagegen ist für 
gerades n — r nach (5) 


1 
"en -7 1)n nl) a) 


(2r+1)n! 
mtr +l)m+r—-1- nr +Fd)m—r+1)! 
n!(2r +1) 


BB (mtr+1)2-4 (mon 
Wie sich durch Rechnung leicht ergibt, gilt diese Formel auch für r — 0 
‚und r=1. Es ist also 
an Z- 1 


n! 


6) Peg |ert+D RO+@n- 3) 
LOn=% mom) Ph. O)+ | ; 
Diese Formel stammt von LEGENDRE!). 
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32. Legendresche Funktionen zweiter Art. Das LEGENDREsche Poly- 
nom P,„(£) genügt nach (9:1) der Differentialgleichung zweiter Ordnung 


(an) | 1 &)u’ —2EW Hnn +l)u=0. 


1) Siehe Fußnote in Ziffer 10. 
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Um die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (I) zu finden, setzen 
wir uW= P,&Ow und erhalten aus (I) zur Bestimmung von w 


1-2) [P,($w" +2P,($w]— 2EP,()w —0 


oder 
w’’ Pr (€) DE 
TtRD Te 
daher 
WW — u sn 
dB) [Pr ’ 
somit 
v=B | Ta PET — I, Syn 
und 
(2) u=PxO1A+B | T-atren- 


Um das Integral zu berechnen, zerlegen wir den Integranden in Teil- 
brüche: 


1 


| _..% b,, Bi RZ 
(3) armerrtietr | Pe]! 


wobei die «&, die Nullstellen von. P,(£) bedeuten (Ziffer 17). Wenn wir 
Gleichung (3) mit (1— &)[P,(&)] multiplizieren und hernach E=-+1 
setzen, finden wir a,=1/2, b, = 1/2. Die a, müssen Null sein. Denn sonst 


erhielte man in w' Glieder von der Gestalt P,( % a,In (E ‚d.h. die 


Stellen «, wären singulär, während sie gemäß der ZERO (I) 
regulär sind. Denn die einzigen im Endlichen gelegenen singulären Stellen 
der Differentialgleichung sind &=-1, die Stellen «, somit reguläre Stellen 
der Differentialgleichung, ‚also auch der Lösung. Wenn wir (3) integrieren 
und dabei —1<&<-]1 voraussetzen, erhalten wir demnach 


En - SD 
a ee, 


somit wird 


a 1 1+8 x dv 
(4) “=AP,O+ Bl; On; —P,( 2:2 —|- 
pP.) > Bm ist ein Polynom, dessen Grad n — 1 nicht übersteigt und 
v1 


das wir mit W,_.,(& bezeichnen Selen: Für n=0 gibt es gemäß (3) die 
Glieder mit b, nicht, das Polynom W„_,(£) ist also in diesem Fall nicht vor- 
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handen. Weil * on : BL ist, erhält man 
P, (©) u vl & —&, ’ 
Wn- 1 (x,) 
(5) b, I pP, (&,) 5 


Wir wollen nun die Beschränkung —1<£<-1 fallen lassen und & 
als komplexe Veränderliche auffassen. P,(£) ist als Polynom in £&, wie 
wir schon in Ziffer 10 gesehen haben, auch dann wohl definiert. Die all- 
gemeine Lösung der Differentialgleichung (I) können wir nun in der Ge- 


talt Ä 
= AP, O+ BE AROm We] 


schreiben. Für den Klammerausdruck wollen wir nach MAGNUS: und 
ÖBERHETTINGER!) die Bezeichnung 


Ce 2, 9=3P,Öln.1—-W,,® 


einführen. Für die Logarithmen sollen die Hauptwerte genommen werden, 
d. h. die Winkel von &-+1 und &— 1 sollen zwischen —rx und + liegen. 
D,(E) ist also eindeutig, wenn wir die komplexe Zahlenebene längs der reellen 
Achse von +1 nach — oo aufschneiden. 

Nähert sich £ unbegrenzt einem Werte cos® zwischen —1 und +1, 
so wird der Winkel von &+1 gleich 0, der von &— 1 gleich z, wenn sich £ 
‚auf der oberen Halbebene der reellen Achse nähert, dagegen sind die Winkel 
0 bzw. —rı, wenn sich E& auf der unteren Halbebene der reellen Achse 
nähert. Wir erhalten also mit A > 0 


| lim, (c0s9+hi)— 5 P,„(cos ®) im; ea _ — im) — W„_,(e0sd), 
VE 


| lim 9, (cos®—hi)— 
h>0 
Für -—1<&<-+1 wollen wir Q,(£) durch den reellen Teil von (6), d.h 
durch die Gleichung 


(& 0-5 On W,., 0 


14.0089 


5 Pr(00s9) (in; et in r) — W,_. (6089). 


definieren. 

Nähert sich & unbegrenzt einem Wert <—1, so werden die Winkel 
von & +1 und &— 1 entweder beide + x oder beide — zz, je nachdem man 
sich auf der oberen oder unteren Halbebene der reellen Achse nähert; 
man erhält daher in . Fällen i 

Sl 


2,8 -; P,&) In SF W,.7(6): 


!) W. Macnus und F. ÜBERHETTINGER, Formeln und Sätze für die speziellen 
Funktionen der mathematischen Physik, 2. Aufl., Berlin 1948, Springer-Verlag 
(im folgenden mit M.-O. bezeichnet), 8. 77. 
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D,(E) ist also stetig, wenn wir die Strecke von —1 bis +1 ausschließen, 
‚somit eine eindeutige analytische Funktion in der längs dieser Strecke 
aufgeschnittenen komplexen Zahlenebene gemäß dem ScHwarzschen 
Spiegelungsprinzip, da: die Grenzwerte für &<—1 reell sind. Über- 
schreitet man diese Strecke von der oberen zur unteren Halbebene, so 
erleidet die Funktion den Sprung in P.,(cos 8). In den Punkten +1 hat 
D,(E) logarithmische Singularitäten. Im Unendlichen ist D,(&) regulär 
und hat dort eine (n-+-1)-fache Nullstelle. Denn gemäß (2), (3) und (4) 
ist 
(9 dT2,& 1 
9) de [r6l e=2j2, Or, 
hat infolgedessen im Unendlichen eine (2n + 2)-fache Nullstelle, woraus 
sich die Behauptung ergibt, da P, (8) im Unendlichen einen n-fachen Pol 
hat. 

Nach (7) und (8) hat man 


lim D,(cos® + hi) =Q,(cos d) E = P,(cos d), 
h>0 
daher 


(10) O:t6os 9 = lim D, (cs® + hi) + = P(cos d) 


h>0 


=: Pin D, (cos ® + hi) + lim D, (cos® — Ri] 
h>0 h>0 


D,(€E) nennt man LEGENDREsche Funktion zweiter Art im Gegen- 
satz zu P,(£), das als Funktion erster Art bezeichnet wird. 


33. Reihenentwicklung im Unendlichen. Wir wollen D,(£) in eine Reihe 
nach fallenden Potenzen von & entwickeln. Diese Reihe muß gemäß der 
vorigen Ziffer mit der — (n + 1)-ten Potenz von £ beginnen und darf nach 
(32-9) nur gerade oder nur ungerade Potenzen von & enthalten. Wir setzen 


also u= )/ c,£*""" in die Differentialgleichung (32-1) ein. Vergleichen 
v=Ü) 


wir die Koeffizienten von £°, so ergibt sich 


nn +1) — 2x — oa —1)=0 
oder | 
a=n und a=—(nr +1). 
Für D,(&) kommt nur der zweite Wert in Frage. Mit ihm liefert der Ver- 
gleich der Koeffizienten von &*"*? 


n+ 9» —D)(m+ 29cm +27 +)(n+27+9e, 
+2(r +2» +1)c,+rn(n+1)c=0 


33. Reihenentwicklung im Unendlichen. sl 


oder  _ (n+2»— 1)(n+ 2») 
1 . Plien +41) ° 
somit 
1 (r+D)(n+2 1 
(l) 2-6 BE: ae 2(2n +3) gn+3 


2.4-(2n +3) (mn +5) Em+5 
Der Wert «= n liefert u= P, (£), wenn c, passend gewählt wird. Die be- 


=1 


3) 
+ Dm+Dm+ I m+N 1 tel: 


treffende Rechnung wurde in Ziffer 13 durchgeführt. Weil lim . men 
v>+0 ’” 


ist, at die Reihe (1) für |ö|>1 (vgl. II, 9), daher als Potenzreihe 


in n gleichmäßig für |£| > 1-+ö bei beliebigem festem ö6 > 0. 


Um c, zu bestimmen, bedenken: wir, daß 
"ET. IT, ! 1 1,1 1 
= lalitz)mli-z)|=Ft3#+36+ 
und u (13-3) 
3. -(2n— 1), n(n—]1) m-e 
7) = u [- 2(2n —1) 5 
(nr Y)(n—2)(n— 3) n- 4 

Bar 4-(2n —1)(2n — 3) E | 
ist. Wir setzen diese Reihenentwicklungen in (326) ein und vergleichen das 
Ergebnis mit (I).. Man erhält eine Entwicklung nach fallenden Potenzen 
von &, beginnend mit &°”', Da die höchste Potenz von £, die in (I) auf- 
tritt, die — (n-+-1)-te ist, müssen in der Entwicklung die Koeffizienten 
von& fürv—=n—1,n—2,...,— n verschwinden: Für » = ne —n 
ist das von selbst der Fall, für v=0,1,...,n—1 kann man durch diese 
Bedingung die Koeffizienten von W,_,(£) bestimmen. Für v=—(n-+]) 
erhält man 


IT 3-(@r—VW)f 1 n(n —]) 1 
ar n! on san 2n—1 
n(n — 1) (n— 2)(n — 3) 1 
irre .On—1)@n— 3) 2n—3 |. 


Dieser en ist nach der eben benützten Formel für P,(&) nichts 
n! 
1’3---2n+1)’ 
noch (gr 5) ae Es ergibt sich also schließlich die für |{| >1-+6 

gleichmäßig konvergente Reihe 
n! 1 (n+1)(mn+2) 1 
(2) 2,9) = 737.020 E Zu Er u En+3 


Rt DR+Dn+m+N 1 |, ] 
2-4 -(2?n+3)(2n +5) En+5 j 
Lense, Mathematik. A, Bd. 23. | 4 


anderes als | EP (E &) dE. Somit wird: o= ‚ wenn man 
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34. Integraldarstellungen von Schläfli und Heine. Nach (14-2) ergibt 
sich für ganzzahliges m > 0undn >2 


—_ 


1 1 
1 dr (02 — 1" 
je», (x) dx = anni ger = Ta dx 
0 0 | 
41 
am f rm ar — 1° 
re er 
N) 
_ m+m(n+m-1) Er 
Do een 


| | 1 
Wir können diese Formel benützen, um [ x”(1— x)” dx zu berechnen, 


1 | | 
da uns f z"tm P_ (x)dx aus (31:5) bekannt ist. Wir erhalten 
Ö 


1 
ar! 
— 2)” —. EL un Er eu ze iz 
al e) a rear en Dertm-D--m+1' 
Wie sich durch Rechnung ergibt, gilt diese Formel auch für n = 0 und 
n=1l. 
(33°2) liefert uns mit dieser Formel 


1 
D,(«) Zen dt ’ 
: 1 
(+12) (n +2). --(n +2») 42, 42V 
+3 Tr j“ 2)” u. 
Es ist, da der Integrand eine gerade bzw. ungerade Funktion ist, 
\ +1 
fa-®" Paz |- 2”? dt 
4 
und 
+1 | 
ja-myirtd=0, 
-1 
daher 


+1 
1 et (n +2) (n+v)[t\ 
er 
weil die Reihe für |«]21+6(6>0) und —1<t<-+1 gleichmäßig 
konvergiert. Es ist ja 


=} mem, Lan EReaT. 


x 
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Somit ergibt sich schließlich 
i +1 
BR _ BR 
(2) Dr | -ArRHta. 
= 
Diese Formel stammt von L. ScHLÄELT!). Sie ist zunächst für |x| >1-+6 
bewiesen; da aber beide Seiten der Gleichung außerhalb der Strecke 
zwischen den Punkten —1 und +1 analytische Funktionen von x sind, 
gilt sie überall außer für - 1 <r <-+1l. 


Wir führen nun die neue Veränderliche u durch die Gleichung 


u„.1+t:1/«—1 
1-tVx-+1 
ein und setzen z>1 oder x < —1 voraus. Es ist hiernach 
Cop 
1— 2) Ya—1 i 
—t 
“+ Ve-ienn en, 
ferner ’ 
„Tu ie 32 xz-1 > Zeu 
"aTa-plsrı ie 
di 1 
also Ga5ı — #2), 
somit 
| +00 
n So 1 RE n-1l 
(2) a=5.[ ( + Y2x2— 1 Eof w) du 


= | (@+V2?2—1 Lof u) "du, 
0 
eine Formel, die auf HEINE?) zurückgeht. 


35. Zusammenhang zwischen den Legendreschen Funktionen. erster 
und zweiter At. Für -1<x<-+1 und a gilt 
die gleichmäßig konvergente Entwicklung 


1 1 x a2 
Zu jrtntnte 


Y 


!) L. SCHLÄFLI, Über die zwei Heineschen Kugelfunktionen mit beliebigem 
Parameter und ihre ausnahmslose Darstellung durch bestimmte Integrale, Uni- 
versitätsfestschrift, Bern 1881. 

’) E. HEINE, J. reine angew. Math. 42 (1851) 73, 75. 

4* 
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Daraus erhalten wir mit Hilfe von Formel (31-6) 


= Ns FT 1) ler + 1) P,(%) 


+ an HR, + an dp @+t]. 
Die Reihe konvergiert im gleichen Bereich -1<x<-+1, |y|>1 auch, 
wenn man überall y und die P,(x) durch ihre absoluten Beträge ersetzt. 
Für |z|<1 ist nämlich nach .(Ir-2) immer |P,(x)| <1, während 
P,(1)=1ist; da nun die ursprüngliche Reihe für <=1 und y>1 mit 
lauter positiven Gliedern konvergiert, so konvergiert die durch Einführung 
der absoluten Beträge von P,(x) und von y daraus gewonnene Reihe um 
so mehr, und zwar gleichmäßig für -I<xr<-+lund |y|z1-+ö6. 
Wir können also die Reihe nach den P,(x) umordnen und erhalten 


Ä 1 Sn! Ge Pn(x )(n +2) 1 
(I) ae 2n+1) Ist een 3) ym+3 
mn +) +ym +3) m +) 1 
FTETeR+aOnH a 


= Yent pP, (x) D,() 


nach (33-2). Die Entwicklung (1) stammt von Hazınk!). Sie konvergiert 
gleichmäßig für -1l<x<s<-+1 und |y| > 1-6. Multiplizieren wir 
also mit P,(x) und integrieren von —1 bis +1, so liefert uns die Ortho- 


gonalitätseigenschaft (2I-I) die Formel von F. NEUMANN?) 
4 


( at | a 


Sie wurde für |y| >1 hergeleitet, gilt aber durch analytische Fortsetzung, 
solange beide Seiten analytische Funktionen von y sind und auf gleichen 
Wegen fortgesetzt werden. 


36. Rekursionsiormeln. Dividieren wir die in « statt & geschriebene 
Rekursionsformel (12-I) durch 2(y— x) und integrieren hierauf nach x 
zwischen —1 und +1, so folgt dieselbe Rekursionsformel für D,(y). 
Denn nach (2I-I) mit m=0 und nr >(0 und ce ist 


+1 
xP, P„(%) _ 
15 Es 4] 200 4] an 


—ı 


!) E. Heine, J. reine angew. Math. 42 (1851) 2. 
2) F. NEUMANN, )J. reine angew. Math. 37 (1848) 21. 
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Wir haben somit 


Ü) @+ DA.) - Ant Vyd,y)+rd,,W)-. 
Ferner ist mit Hilfe von (35-2), (IO‘3) und (IO’4) 


+1 
BE 0 
Erreger 


somit für n > O nach (12-2), (35°2), (IO-3) und (IO‘4) 
Dad + Di N) —2yD,(y) 
1 


nz (2) + Pr-ı (2) —2yPr(®) 
y—x 


1 


= en dx 


J 
P, P —2xP,( 
ea NEBEN LOAIUESZENORLEZAG "u | Rma 
—1 


1 


ns 
Ba | P,„(®) 
—1 


Die Formel (12-2) gilt also auch für die Funktion D,(£). Da sich aber die . 
übrigen Rekursionsformeln (4) bis (7) von Ziffer 12 aus den Formeln (1) 
und (2) der Ziffer 12 herleiten lassen und diese beiden Formeln für die 
Funktion D,(E) erfüllt sind, sehen wir, daß die Rekursionsformeln von 
Ziffer 12 für die LEGENDREschen Funktionen erster und zweiter Art gelten, 
und zwar nach den Regeln der analytischen Fortsetzung für den gesamten 


Bereich, in dem die auftretenden Funktionen analytisch sind und auf 
gleichen Wegen fortgesetzt werden. Nur die Bemerkung am Schluß von 
Ziffer 12 über die Gültigkeit der Formeln für n = 0 ist für die Funktionen 
zweiter Art nicht mehr richtig. 


37. Bestimmung des Polynomrestes W,_,. Wie wir in Ziffer 11 gesehen 
haben, konvergiert die Reihe (1 — 2a & +02)” ’— — )/ Pa" gleich- 


N=0 


Ssabız für [e|<g<1 und —1s<&<-+1. Wir haben daher unter 
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N 


diesen Bedingungen für 7 > 1 nach (35:2) 


+1 
1 dE In; 
(rn) Sl Mr ne 
2 I (m-HVi—2ae+ ai Da 
Im Integral führen wir die neue Veränderliche u — FT -ein. 
Es sei« positiv und 1<n< 2 u Dann ist 
E— 1+0a° — nu? un 1—2an+ a? de 2u(l—2an-+ a2) 
a — ur ° Ä w—2a ’ du (u2 — 20)? . 
somit 
IF 
In-1 
ln UL ne ie u, 
2 Ä (n — E)Y1—2a& +02 V1-2uan+ a2 ee Yu —2« 
_ +a 
Yn+1 
1—-« 
| Yn-1 
1 u 
VYi-2an-+ a2 | i un >) 1+« 
Vn+1 
= 1 _mAos+lfl- TEST +1 
VY1-2an-+ a: (1 +a@+Y1-2an+ 02) Yn —1 
an 1 in n—-a+tV/1-2anto® 
Vi 2an-+ oe: V®—1 


(n) ist der Koeffizient von «" in der Entwicklung dieses Ausdruckes 
nach Potenzen von «. Liegt 7 zwischen —1l und +1, so haben wir VY?—1 
gemäß Ziffer 32 durch: Yı_? zu ersetzen. Denn der gemäß (32-8) zu 
bildende reelle Teil des Koeffizienten von «” ist gleich dem Koeffizienten 
des reellen Teiles der Entwicklung (I) (« ist ja reell vorausgesetzt). Der 
Bruch im letzten Logarithmus ist auch dann wieder positiv, ebenso wie 


1—2an-+ v2. Führen wir dann noch «==, r=-R+fp+2 


! 


ein, so ist Q,(n) der Koeffizient von - — in der Entwicklung von 


BE WE a 
= ZZ eg on ln. 
+ pP + Rn) ET; 


38. Asymptotische Abschätzung der Legendreschen Funktionen zweiter Art. 97 


nach Potenzen von r’, somit 
yn+lfon f 
Q, (n) — m! 5 )... 


— 1} on E 
= Nat ei GB; „er 
n! %r\r Vx+ y? 


1-2 0% Om-2 


=; Pin | Po) P,-ım + 5 Pıtm) Pu.) 


+5 RP) + +5 Pam Po | 
‚gemäß (9'2), also zufolge (32-8) 
(2) WEN, POP. 


Diese Formel gilt natürlich als Gleichung zwischen Polynomen für jeden 
Wert von &. Sie stammt von L. ScELÄFLI1!). | 


38. Asymptotische Abschätzung der Legendreschen Funktionen zweiter 
Art. Wir führen in die Differentialgleichung (32-I) die neue Veränderliche 


2 — (£ e ye — 1)2 ein und denken uns dabei $>1. Es ist also 0<2<1. 
Wir erhalten | 


dz & 22 
ale 
= @-1, —=E+ Ve-1, 

1 1 (2 —1)2 
e=,("+ 7): Seile 13:39 


[4-9 &]=-2|t-9% er u 


1). Siehe Fußnote in Ziffer 34. 
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Aus (34-I) wird somit 


od  »u1-9&+ 


oo : 
Wir setzen an u= )/c, 2**’ und erhalten .durch Vergleich der Glie- 


y-=U 
der mit 2° 
aa 1) + Se ınmt 1)=0 
oder 
2 nH+]1 q Bu N 
[0 — 5 un was: 


Das Glied 2**” gibt 
la+na@+,-D+z(@t+n—zgnm+n]e, 
-|@+,-)) ( +54 D-Zan+n|s-. 


oder 

, _ (@r—dD( v) = oo n-+l 
(2) ee ERSESTEE 
und 
G_ @vw—-1)rRr+1-») n Bu N 
(3) vom Hi) für K— So 


Im ersten Fall konvergiert die entsprechende Reihe, weil lim _—l 
vwo+n v—i1 


und 0<z2<1 ist (vgl. II, 9), im zweiten Fall bricht die Reihe mit dem 
Glied v»=n, d.h. mit 2? ab. Für genügend große £ ergibt sich 
Ben L 41 1. 
Repeater 
daher für die entsprechende Lösung der Differentialgleichung (I) im 


ersten Fall 


n+1l 2+3 
>. Co 1 


(4) u = 6p2 ? +02” Te Sgnmantanl) 


und im zweiten Fall 


() u oge ? to? He ge?. 


39. Asymptotische Abschätzung der Legendreschen Funktionen erster Art. 59 


Als Lösung der Differentialgleichung (32-I) ist v, von der Gestalt 
AP, &9)+BAD,O. 
Da aber P,(£) im Unendlichen einen n-fachen Pol und D,(&) gemäß 
Ziffer 32 eine (n +1)-fache Nullstelle hat, muß A = 0 sein, weil auch u, 
als Funktion von &, wie aus (4) hervorgeht, im Unendlichen eine 
er ae 

(rn + 1)-fache Nullstelle hat. Wählen wir = RESET. 
erhalten wir u, — D,(E) gemäß Ziffer 33. Für die Koeffizienten c, der 
Reihenentwicklung von D,(&) nach Potenzen von z ergibt sich aus (2) 


SO 


en 1-3. @vy— 1) (n+1)(n +2) (n+») 2 1:3. @v—]1) 
‚= 9 7.2..,0On+3)On+d-- OntivrnN) Fr 
daher 

n-+1 1 


Dölesse dei 


und weil nach der STIRLINGschen Formel (II, 59) 


on+lnı n . 
(6) im Pr @RFT ss: 
ist, 
ar 
2 
1 Zee; 


fürn>N und 0<z<1, also &>1. Dabei ist & eine beliebige positive 
Zahl, und N hängt von e ab. 


Im zweiten Fall (« — — 3) erhalten wir aus (3) für n > 0 


2 
(& = ne er 
Setzen wir noch Vz: — e!?, also E= cos 9, ,E - Ta —2cosv®#, so ergibt 
sich mit 
(9) = - 
genau die Entwicklung (IT-I), d.h. 
(10) U, = P„(C05 d). 


Allerdings haben wir dort % reell vorausgesetzt, während es hier wegen 
E>1 imaginär ist. Die Formel (II-I) gilt aber allgemein, weil ihre beiden 
Seiten analytische Funktionen von ® sind. Für n = 0 erhält man in diesem 
Falle nach (3) die Lösung u, — c,, also insbesondere u, = P, (c0sd) =1. 


‘39. Asymptotische Abschätzung der Legendreschen Funktionen erster 
Art. In ähnlicher Weise wie D,(£) können wir auch P,„(£) abschätzen. Wir 
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bezeichnen die Koeffizienten in der Entwicklung von di 2)? mit ß,, 
setzen also | 

| 13-1) 

(1) ß, = 79.4:.:.9y 


Für die Koeffizienten von P,(£) hatten wir nach (38-7) erhalten 


0%, rd (B—Ynm—1):(m—r+1) 
(2) =, TI9.. yan—1)en—3)---On— +1)‘ 
Es ist somit 
18 od] Ram m—r+1) 
(3) Tu v7 DE WrDT | 1 3 1 1 
P-3)P- 2) +3) 
v 1 
< 1 1< v\r = Sr N 1, 
a [23] 1) 


wenn n>N und 1<»<N ist. Halten wir nun. N fest und wählen n 
entsprechend groß, so wird 
(4) Behr, 
mit beliebig kleinem positivem e. Ferner ist nach (I) 
x oo zN+1 & 
(5) Ds WE EN eg 
v=N+1 v=N+1 
wenn wir N bei gegebenem & geeignet wählen und dabei 0 <2<1 berück- 
sichtigen. Ebenso ist 
(6) r 2 Y,? <7> 
v=N+1l 


denn auch alle y, sind kleiner als 1. Es ist nämlich 
fl N 3, n—1i 5 n—2 
9 er 6 2n—3/\3 2n—5) 
wobei wir „<> voraussetzen können. Denn nach (IT-I) ist c,_,=6,, 


also y„_,=y,: Jeder Faktor in y, hat aber die Gestalt 


1\ 1\ %& 1 
le-5)@-#+2 km k4+5)+5- 5m k+1) 
kn k+5) kn k+,5) 
Ders 
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und liegt daher zwischen 0 und 1, will<k<v<s ><- Bi - ist. (4), (5) 


und (6) liefern 


ao oo N 
(7) N Ye —— 2 Bir’ u 2 va — P,) 2 
v=0 v- y- 
: — B3 y,e BP B,’|<e. 
v— FH v=N+1 


Ist also e gegeben, so wählen wir N so, daß (5) und (6), und nachher u ent- 
sprechend groß, daß (4) erfüllt ist. Nach (2), (38°5), (38-9) und (38-10) ist 


1-3. (2n —1) 
9.4.» 


2.4 2n 5 1 
l ey 
a ö nn“ (8) V1-: 
somit nach (38-5) 
7 m 1 
lim Yan:*P, z 
Nn>+@ e Y1-z 
‚oder 
1— 

(8) POl> 


Dabei ist & eine beliebig kleine positive Zahl und n entsprechend groß zu 
wählen (diese Wahl hängt noch von e ab). 
Aus (38-7) und (8) ergibt sich jetzt 


1 
= RZ 


Far: Ar = 102 
oder 
n(E) 
lim Pr &E = 0 
(9) Nn>+0@: Pr (5) 


für 0<z<1loder&>1. 


40. Zusammenhang mit den Kettenbrüchen. Wir gehen von der Formel 
(32-6) aus, nämlich 


(1) 2,0=5 On —-W,. 


und von den Rekursionsformeln (12-I) und (36-1) 


r +1) Be — (an +YEP,+nP,.$=d 


“= r +2,19 - 2ER +YVEIL,HHRD, =. 
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Aus (I) und (2) ergibt sich für W, -(&) die Rekursionsformel 
(3) RW ar +YEW AM HRrWM:dM—=0I (n>d). 


Wir setzen nun 


n!W„-ı 

= T3 -@n—])’ 
(4) er 
N n!En 


und erhalten für Z, und N, aus (3) und (2) die Rekursionsformeln 


(5) Fa ” 


N 41 = 5 N, = b, N.-ı 
n2 
wobei b, = NIE“ ist. 
Aus diesen Formeln sieht man, daß = ‘ die Näherungsbrüche des 
Kettenbruches 
2 b, 
Mr 
gez 
sind; d. h. bricht man den Bruch mit ” ab, so ist sein Wert durch 7 ne 
gegeben. Hat man nämlich den Kettenbruch 
bo 
Ze 
& 0 = eo b, 
&,— 


und bedeutet Pr den n-ten Näherungsbruch, so erhält man 


In 
Pı = — do; q9ı = 69; 
a 0» 92 = &ofı — bi; 
pP = — bu (did — 65) 95 = Eu (&ı6a — de) — dıSa 
— 699, — 5591; = 699 — baqı- 
Ersetzt man nun in den letzten Formeln £, durch &— 3, so ergibt sich 


E ’ 
der Zähler ?, des vierten Näherungsbruches proportional 


(&-2)9.— 6, Pı= -(& — a _ 


und ebenso der Nenner ga proportional & 2 ade, ?%, d.h. wir können 
3 


schreiben 
u bz Po, 
834: — 059 - 
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So weiter schließend, erhält man daraus entsprechend 
2. a &, Pu b, Pn-1> 
In+i — Ei In b„ In-1> 


also genau die Formeln (5) mit d4,=—1lund &, =£ für allen. Wir haben 
jetzt nur noch nachzuweisen, daß in unserem Fall die beiden ersten Nähe- 
rungsbrüche stimmen. Nach (13-1) und (37'2) ist 


| 3 
(6) Kl DH, P,— Rn W,=1; W=35; 
daher nach (4) 
Z,=1, 4=E, N=& =8-; 


ferner b, = 2 nach (5). Für die ersten Näherungsbrüche des Ketten- 


3 
bruches — ergeben sich E und — 7; also tatsächlich die 
Fe: Ne, 
Be, 


Werte = und F . Damit ist unsere Behauptung in allen Teilen bewiesen. 


Es folgt Hi aus (I) 


oder wegen (4) 


(7) Fa a a en 
daher durch Grenzübergang für n > + oo 

34 5 in fürf>ı, 
@ in 


wenn wir noch (39:9) berücksichtigen. Diese letzte Formel findet sich bei 
Gauvss!), auf den Zusammenhang mit den Kugelfunktionen hat JAcOBL1?) 
hingewiesen. 


41. Näherungsweise Berechnung bestimmter Integrale. /(x) sei stetig 
im Intervall /((—-1<x<s< +1). Wir suchen einen Näherüngswert für 


+1 | | 
f f(x) dx dadurch zu erhalten, daß wir f(x) durch eine Funktion ®(x) 
1 
+1 
ersetzen derart, daß sich f ®(x) dx einfach berechnen läßt und ein Nähe- 
1 


1) Vgl. Fußnote in Ziffer 41. 
.2) C. G. J. JacOoBI, J. reine angew. Math. 2 (1827) 226. 
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+1 
rungswert von. f (x) dx ist. Wir wählen zu diesem Zweck n Zahlen a,, 


—1 N 
Ay, ...,@, im Intervall I so, daß — 1<a,<a,<...-<a,<+1 ist 


und setzen 
Rn 


(2) Fo=]](«—a,. 
v=l 
Die LAGRANGEsche Interpolationsformel 
“ I (a, 
@) Ba) =F(a) 


(x — a,) F’ (a,) 


v=1 
liefert das einzige Polynom, dessen Grad n — 1 nicht übersteigt und das 
an den Stellen a),@,,...,@, gerade die Werte f(a,), f(a,);.. ., f(a,) an- 


nimmt. Setzen wir 
+1 


__1 fF@ _ | 
(3) A|: Pelr.om), 
so ist 

+1 nn 
@ | Bo) de= 7 A, fa). 
—1 v=1 j 


Die Zahlen A, hängen von f(x) nicht ab, sondern nur von den a, und können 
daher ein für allemal berechnet werden, wenn die a, gegeben sind, NEWw- 
TON!) und CoTES?) wählten die Stellen a, so, daß das gegebene Intervall 
in gleiche Teile geteilt wird, und erhielten in (4) einen Näherungswert für 


+1 
f f(x) dx. GAuss®?) bemerkte, daß man eine bessere Näherung erzielen 
-1 


kann, wenn man für die a, die Nullstellen der Kugelfunktion P, (x) wählt. 
Der Fehler, den man erhält, wenn man das eigentlich zu berechnende 
Integral durch (4) ersetzt, ist 


(5) DIN = [ fa) dx — Y A,f(a,). 
1 v=1 


Ist f(x) ein Polynom, dessen Grad n— 1 nicht übersteigt, so ist 
D(f)=V bei beliebigen a,. Denn in diesem Fall ist f(x) = ®P(x), weil 


1) J. Newron, Methodus differentialis (1711), abgedruckt Werke Bd. 1 (Aus- 
gabe von Horsley, 1778), S. 521—533. | 

2) R. Corses, Harmonia mensurarum, ‚Anhang: De methodo differentiali 
Newtonia, Cambridge 1722. 

») C. F. Gauss, Methodus nova integralium valores per approximationem 
inveniendi, Gött. Comm. Bd. 3 (1814), oder Werke Bd. 3, S. 163. Die drei erwähnten 
Abhandlungen von NEWTON, COTES und GAuss sind übersetzt und herausgegeben. 
von A. KowALEwsk1I in einem Buch: Newton, Cotes, Gauß, Jacobi, Leipzig 1917. 
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beide Funktionen f(x) und D(x) an den n verschiedenen Stellen a, jeweils 
dieselben Werte f(a,) annehmen. 


Wählt man aber mit Gauss für die a, die Nullstellenvon P,(«), 
soistsogar dann D(f)—=0, wenn f(x) ein Polynom ist, dessen Grad 
2n —1 nicht übersteigt. Wir können das in folgender Weise einsehen: 
f(x) — P®(x) verschwindet an den Stellen «a,, ist also durch F(x) teilbar, 


DD) 
somit Ist Be ge 


der Grad von f(x) 20% — 1 nicht übersteigt, daher 
fi@) = Da) + Fa) (+ bc ++ b,_12°""). 


ein Polynom höchstens (n — 1)-ten Grades, wenn 


+1 +1 | | 
Soll N) f(x) de — f ®(x)dx für alle Polynome f(x), deren Grad 2n —1 
1 -1 


nicht übersteigt, sonach für beliebige Werte der b, verschwinden, so muß 


gelten 

+1 
[ #F(x) de = 0 v=0,1,2,...,n—1l). 
-1. 


Dazu ist aber nach der vorigen Ziffer notwendig und hinreichend, daß F (x) 
bis auf einen konstanten Faktor mit P,(x) übereinstimmt. Dieser Faktor 
ist so zu wählen, daß x” in F(x) den Koeffizienten 1 erhält, also 


(6) F(«) = re (2) 


nach (13-3). Die a, sind daher die n Nullstellen von P,(®). 

Sie liegen nach Ziffer 17 tatsächlich zwischen —1 und +1, und zwar 
nach (13-4) spiegelkildlich zum Nullpunkt, also ist 
(7) a, =— In-y+1 . 
Ferner ist F(-2)=(—1)"F(x) nach (6) und (13-4), daher ist 
F'(—x) = (—1)""!F’(x) und F’(a,_,,.)=(—-1)"”""F'(a,)nach (7), hiermit 
wegen (3), (13-4) und (7) 


ar ayı-ı +i 4. 
= F (2) q 1 F (u) z 
A __ 
© ai =; + = Fr (a,) j —@, n An 
—1 _ 
wobei im Integral u = — x als Veränderliche eingeführt wurde. Da die A, 


von f(x) nicht abhängen, an wir ihre Summe bestimmen, indem wir 


f(x) =1 in (5) setzen. Es folgt Sie — 2, weil in diesem Fall D(f) = ist. 
v=1 


Aus (3), (6), (35-2), (32.7) und (32-5) erhält man, wenn man £ z.B. auf der 
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oberen Halbebene gegen a, streben läßt, 
1 7 Pyla)d 1 F Pu(a)d: 
"Pr (a,) © — 4, Fal)ioa, J $T® 


2 lim 9% (£) 


E>4, EEWERH = 
Pn(*,) P(@,) Pn (4,) 
Mit Hilfe von (40-6) und (40-3) läßt sich daraus leicht A, berechnen. 


2 On) _2Wn-ı la), 


— 


42. Fehlerabschätzung. Wir setzen fa)= x (k ee ganze Zahl). 
= k ungerade, so erhalten wir D(x x) —=0, weil I a"de—=0 und 


5 A, —=0 ist wegen A, „,—4, und ab_ nn a® nach (41:7) 
= = 
und (41.8). Um D(z*) für gerades k zu erhalten, bu wir die Funktion 


2,8). 
Es ist nach (32-6), (41-9), (417), (41:8) und (41-5) für |El>1 wegen 
|< 1 (vgl. Ziffer 17) 
20,(8) Ee+1 5 4, 
| SLR | SEEN 
\ Pr(&) - = Sl Fe 7 


x k—1 [0’<) 1 1 N A 1 N A 
(—1) v v 
irrt a EL“ 
k=1 k=1 v=1 Fe v=]1 1 
& & 
o D) 1 2 © .k 1 oo ak 
— SI A, RE SEE 4A, = je « 
& (kr 25 PIE Te & er 
= N 0 Yan Adt= Yan 
er CE u 9 k=-0° vl & 


e ErCue 


Wir entwickeln diese Funktion nach fallenden Potenzen von & und er- 
halten zufolge (1) in den Koeffizienten die gesuchten Fehler D(x°”). Schrei- 


ben wir kurz P, ( -3 0,x""”, also (, = ABEL ud nach (13:3), 
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so wird gemäß (31-2) und (31-5) 
+1 
21 GER u. A 


—1 


+1 
1 en f 
ce ij P,(&)x"de-+--- 
"0 
1 


2 n! 2 1 
= ara engeren) Rt 
Denn es ist 2 P,(x) "de = 2 ! P,„(x) x" dx, weil die Exponenten von x 


im ers gerade Zahlen end Weil die Entwicklung mit &7#”+V 
beginnt, ist in Übereinstimmung mit der vorigen Ziffer D(x*) = 0 für 
k<2n—1. Für D(x°”) ergibt sich 


an __ 2 n! , 2 
ee | 
Läßt sich die Funktion durch eine im Intervall I gleichmäßig konvergente 


Potenzreihe f(x) = PH c,x* darstellen, so erhält man nach den bisherigen 


k=0 
Ergebnissen | 
DN)= ) Zu ad — 34, a 3 N) 0,D(«**). 
& = Pr n 


GAUSS hat folgende Zahlenwerte berechnet (wir geben sie auf 5 
Stellen genau): 
n=1:,=0, 4,=2, D(e) — - 
2: = ,=0,5775, A=4=1 Dh)=- 


45° 
n=3: —a, = 0,=0,177460, ,=I, 
5 8 8 
A=-4-5 4,=5: D(x°) = 175° 


A,— Ay 0,3478, A, Ay 0,652 15, 


n=5: —a, =, = 0,90618, | — 4, = a, = 0,538 47, 
40, . A, = 4, = 0,23693, 


4,—4—0,4868, A—5%. 
128 
10\ __ Be 
DI 


Lense, Mathematik. A, Bd. 23. 5 


N 
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n=6: —a,—= 0 = 0,9247, —a, = .a, = 0,66121, 
— 4, = 0, 0,28862, A, = A, = 0,17132, 
A,—=4A;=0,360%, A, 4, = 0,46791, 


512 
12) 2: 
DEI) = ggg 
n=1: —a = —=0,94911, —a,— a, —= 0,74153, 


1, = ,—=0455,  y—=|I, 
A), = 4A,= 0,12948, A, Ag = 0,27971, 


512 
As = 4, = 0,381 83, 4 = 12 259° 
512 
14\ __ 
DE) = zro06 


Diese Zahlen sind dem in der Fußnote von Ziffer 18 genannten Buch 
von HOBSON entnommen, wo sie’auf 16 Stellen angegeben sind. 


43. Zugeordnete Legendresche Funktionen zweiter Art. Ebenso wie 
die m-te Ableitung von P,(£) genügt auch die m-te Ableitung von D,(&) 
‚der Differentialgleichung (I&-I), weil diese durch m-malige Differentiation 
aus der Differentialgleichung (9-1) entstanden ist, der Q,(E) genügt. Da 
DM) (E) logarithmische Singularitäten enthält, P”(£) aber ein Polynom 
ist (es wird m < n vorausgesetzt), sind beide Funktionen voneinander 
unabhängig; A Pl” (£)+ BD®(E) mit willkürlichen Konstanten A und B 
ist infolgedessen die allgemeine Lösung von (I&1) für 0O<m<n. | 

Für beliebiges £, das nicht zwischen —1 und +1. liegt, wollen wir 
nun P”(£) und D(£) durch 


(1) RO =-e— 1)2 Po) (&), 


| | a 
IHO9=&—- 19’ 
definieren (Bezeichnung nach M.-O. S. 80), wobei Y &—1>0 für 
E>1 sein soll. 
Genau wie in Ziffer 32 erhält man jetzt mit } > 0 


(2) lim P%(eos$ + hi) = e ? sinmg P®) (cos 9), 
h>0 
also nach (18-2) 


mni 
+— IR 
(3) P”(cosd) =e * lim P*(eosd-+hi). 
h>0 
Die Funktion D”(£) nennt man diezugeordnete LEGEN DRESche Funk- 
tion zweiter Art. 
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44. Unendliche Produkte. In der nächsten Ziffer brauchen wir einen Satz 


n 

über die Konvergenz unendlicher Produkte. Wir betrachten / /(1-+«,) 
v=1 

mit —l<oa,<-+1 und nehmen davon den Logarithmus. Dann folgt 


nach dem TAyLoRschen Satz 


n n 
0 er er 
wobei alle d, zwischen 0 und 1 liegen. Konvergiert 3 |«,|, so konvergiert 
v=1 
auch Ya a, weile <|«,| <1 ist. Ferner ist lim (1+9,«,) =1, weil 


v-1 „> +%& 
en 
lim «,=0 ist wegen der Konvergenz von )) Ix,|, d. h. es gibt eine 


»—>+n0 v=1 


feste positive Zahl p derart, daß 1+%,«x,> p für alle v ist. Man hat daher 


; 2 
& a 


Pier Ne 


somit konvergiert auch die zweite Summe in (I). Es ist also 


lim. Ih (1+«)= ın (1-+«,) 
v=1 


>40 v=1 


und deshalb auch 


im [[Ut)=// (ra, 
n>+& v=-1 v-1 


vorhanden und endlich, und zwar ist II (1-+x)>0. 
v=1 
45. Die Legendreschen Polynome als Eigenfunktionen. Wir gehen 
von der Differentialgleichung (9-1) aus, die wir jetzt in folgender Gestalt, 


schreiben wollen, indem wir n(n +1) durch eine beliebige reelle Zahl A 
ersetzen: 


(I) (1— ©) uw’ — 2xwW +Au—). 
Wir setzen eine Lösung in der Form einer Potenzreihe an, d.h. 
(2) VE), 

v=0 


und beschränken uns auf das reelle Gebiet. Durch Einsetzen von (2) 
n (r) folgt 
P+)W+D,a=bw—l) +27 —]e, 
oder 
Ber, 
- zer zer 
5* 
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Lß 


Weil lim ”#? — 1 ist, konvergiert (2) für |x| <1 (vgl. IL/9). Wählen 
„>+w 
wir z.B. cy=1 und alle c,,,, = 0, so erhalten wir aus (3) eine Lösung, 


die ungeändert bleibt, wenn man x mit — x vertauscht (gerade Funktion); 
wählen wir c, =1 und alle c,, = 0, so’ ändert die Lösung das Zeichen, wenn 
wir x mit — x vertauschen (ungerade Funktion). In beiden Fällen ergibt 
sich aus (3), wenn A#&n(n +1) und 


y=k+2u (1; 2,.9,.044) 
ist, 

. | j TEE ©: 
lt ||! arsaral) 9960|; 
k sei fest, >1 und so groß, daß k(k +1) > |A] ist. 

Vu . 
(k+2u—2)(k+2u—1)’ 


LI. | 
Pin a rennen wen san 


Setzen wir &, = — so ist |@,| <1, ferner 


a=1 (k + 2u — 2) 


<A I ar ld a 
somit konvergiert 3 Ix,|; daher gemäß der vorigen Ziffer auch 


| 
JIUtrw)>® 
ul 
Es gibt infolgedessen eine. feste positive Zahl C, so daß 


v—k 


alkjfq +2 )>t0 
Pe 


also 
j C 
gemäß (4) für ale v=k+2u(u=12,...) ist. Wegen k(k+1)>|A|. 
haben nach (4) alle Glieder von B> c,x’ dasselbe Vorzeichen; es ist daher 
v=k+1l 
gemäß (5) 
x | k+2u 
c gk! >O) [*]| 

en | P2 k au 2u 

Bei geradem k = 2m ist 
© 2lm+u) m 2» 
2 nl) 5 "+00 für >41 


dmtm) 3 
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bei ungeradem k—= 2m +1 ist 
In |2m+2u+1 x „2 (m+u) 2(m- u) 
Niferi- Ep een 2m +2u-+l 


„2 (m+ 1) 


2m 
eg — |® Kara >+09 für +1. 


Unsere Lösung ist somit in beiden Fällen der geraden oder ungeraden 
Funktionen für = +1 nicht stetig. 


Wenn wir also fordern, daß eine nicht identisch verschwindende Lö- 
sung = f(x) der Differentialgleichung (I) für <&—=-+1 stetig sein soll, 
so muB A=n(n if 1) sein. Denn mit f(x) sind auch f(— x), daher auch 
fix) £f(—- x) Lösungen, die für — —1 stetig sind und nicht gleich- 
zeitig identisch verschwinden, weil sonst f(x) und f(— x) identisch Null 
sein müßten, was wir ausgeschlossen haben. f(x) +f(—x) und f(x) 
— f(—x) sind aber gerade bzw. ungerade Funktionen, daher durch Po- 
tenzreihen von der Form (2) darstellbar, in denen entweder nur Potenzen 
mit geraden oder nur solche mit ungeraden Exponenten vorkommen. 
Von diesen haben wir aber gesehen, daß sie für «—= +1 nur dann stetig 
sind, wenn A=n(n—+ 1) ist. Wenn das der Fall ist, so bricht die Reihe 
nach Formel (3) ab, die Lösung ist ein. Polynom, fällt daher, weil die all- 
gemeine Lösung in diesem Fall AP, (2) + BD,(x) ist und D,(x) bei 
<= +1 logarithmisch unendlich wird, bis auf einen festen Faktor mit 
dem LEGENDREschen Polynom P,(x) zusammen. 


Man nennt eine Lösung der Differentialgleichung (I), die an den singu- 
lären Stellen +1 der Differentialgleichung für bestimmte Werte des Para- 
meters A stetig ist, eine zu dieser Stetigkeitsforderung gehörige Eigen- 
funktion und die zugehörigen Werte von A die zu dieser Forderung ge- 
‚hörigen Eigenwerte der Differentialgleichung. Zur Forderung der Stetig- 
keit der Lösung in den singulären Punkten gehören also die Eigenwerte 
A=n(n+1)mitn=0,1,2,...; die zugehörigen Eigenfunktionen sind 
bis auf konstante Faktoren die LEGENDREschen Polynome P,(x). 


46. Die zugeordneten Legendreschen Funktionen als Eigenfunktionen. 
Differenziert man die Gleichung (45-1), so erhält man für w’ wieder eine 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Lösungen die differenzierten 
Lösungen von (45-1) sind, daher ebenfalls unstetig für x—= +1, wenn nicht 
A=n(n-+ 1) ist. Die m-mal differenzierte Gleichung (45-7) oder Glei- 
chung (I&-I), in der n(n-+ 1) durch A ersetzt wird, hat also bei unserer 
Stetigkeitsforderung die Eigenwerte A=n(n +1) mit den Eigenfunk- 
tionen P(”(x), daher sind die zugeordneten Funktionen Pr (x) die Eigen- 
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funktionen der Gleichung (18-4), in der n(n + 1) durch A ersetzt ist, mit 
den Eigenwerten A=n(n +1). 


Die Multiplikation der Lösungen von (1I8-I) mit («2 — 1)2 kann näm- 
lich aus der Unstetigkeitsstelle keine Stetigkeitsstelle machen. Zum Be- 
weise führen wir in der Differentialgleichung (I8-ı), um die Entwicklung 
der Lösung an den Stellen +1 zu finden, die Veränderliche C=E 1 
ein. Es ergibt sich dann die Differentialgleichung 


(4240) GE m + 1)(+1-+H er A—m(m-+1)]u=0, 


wenn wir Avan Stelle von n(n + 1) schreiben. Der Ansatz u = D,6L vr 
v=0 
liefert durch Vergleich der Koeffizienten der niedrigsten Potenzen «—= 0 
und «= —m. Betrachten wir nun die kritische Stelle 1. ‘Der erste der 
beiden Werte von « gibt uns nach der allgemeinen Theorie der Differential- 
gleichungen die reguläre Lösung, der zweite eine Lösung, in der ein Glied 


m m 


(<—1)"", also nach Multiplikation mit (22 — 1)2 ein Glied («<—1) °. 
auftritt, infolgedessen auch dann in 1 unstetig ist. Da die erste Lösung der 
Gleichung (I8-I) an der Stelle 1 stetig ist, muß sie für A+n(n +1) an der 
Stelle —1 unstetig werden, daher gemäß der eben durchgeführten Über- 


legung ein Glied (x + 1)", infolgedessen nach Multiplikation mit (x? — 1)? 


m 


ein Glied (+1) 2 enthalten, ist also auch dann noch bei — 1 unstetig. 
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4%. Laplacesche Kuselfunktionen. In Ziffer 7 und 8 haben wir gesehen, 
daß sich die allgemeinste ganze rationale räumliche Kugelfunktion n-ten. 
Grades in der Gestalt U, = r"8,(0, o) darstellen läßt, wobei U, ein Poly- 
nom n-ten Grades in x, y,2 ist, das von höchstens 2» + 1 willkürlichen 
Konstanten linear homogen abhängt. Wir nennen 8,(0, 9) eine LAPLACE- 
sche Kugelfunktion n-ten Grades.. Sie ist eine Kugelflächenfunktion 
und genügt der Differentialgleichung 
Um eine Lösung dieser Gleichung zu finden, setzen wir 8, —=©9, wobei © 


nur von 9, ® nur von & abhängen soll. Man erhält 


8 d|. d® 0 do 
le Zr 5 ( Tea a > 


47. Laplacesche Kugelfunktionen. 13 


oder 


n(n-+1 Ding a os sin 9° = ee 


Differenziert man nach o, so folgt 


d (1 d® 0 

in (5 a) = . 
daher 

120 : 

Bi m 


wobei m eine Konstante ist, also 
| D®=A,cosmp + B„sinmp. 
Für © ergibt sich die Differentialgleichung 
u (ind) + (nd . 0=0. 
Sie wird nach (18:4) für ganzzahlige 0 <m<n durch & = P,/(cos d) be- 
friedigt. Wir erhalten also, weil die Differentialgleichung (1) linear 


homogen ist, in 
(2) S,(0, 9) = 3 (A, cos mp + B,, sin mp) P7' (cos 9) 


m=0O 
eine Lösung von (I); sie enthält die 2n +1 willkürlichen Konstanten 
Ay Ay; Ag; - - -; Ay Bis Ba; - - -, DB, linear homogen. Sie ist die ge- 
suchte allgemeinste LArLAcEsche Kugelfunktion, weilsie, mit r” 
multipliziert, ein homogenes Polynom n-ten Grades in %, 9,2 
ist und die 22+1 Glieder, aus denen sie linear homogen zusam- 
mengesetzt ist, linear unabhängig sind. | 


Denn nach der Formel 


(cos 9 + i sin 9)” = cosmp + i sin mp 
sind cosmop und sinmo® homogene Polynome m-ten Grades in den Ver- 
änderlichen cosp und sino; r” (A„cosmp + B,, sin mo) sin”d ist daher 
nach (2-I) ein homogenes Polynom m-ten Grades in x und %. Der übrige 
Teil von P” (cos®), nämlich P® (cos ®), ist nach Ziffer 18 ein Polynom 
(n — m)-ten Grades in cos, das nur gerade oder nur ungerade Potenzen 
von cos® enthält, »"""P®)(cos®) somit ein homogenes Polynom 
(n — m)-ten Grades in x, y,2. Damit ist der erste Teil der Behauptung 
bewiesen. Die Richtigkeit des zweiten Teiles erkennt man so: Aus 
S8,(0, 9) = 0 folgt gemäß (2), wenn wir mit cos kp bzw. sin kp multipli- 
‚zieren und nach @ zwischen — r und +7 integrieren: 


A, = B,=0 (k=0,1,...,.n). 
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Damit ist zugleich bewiesen, daß es genau 2n+1 linear unab- 
hängige ganze rationale räumliche Kugelfunktionen n-ten 
Grades gibt. 


Die linear unabhängigen Bestandteile 
cos mo P” (cos d) ‘bzw. sinmp P" (cos 9), 


aus denen 8, (9, o) linear homogen zusammengesetzt ist, nennt man tes- 
serale Kugelfunktionen. Eine solche Kugelfunktion verschwindet auf 


_ 2 
den 2m Meridianen 9 = EIER Em. Sm ER mel. bzw..0, _ > RR 
2m’ 2m’ 2m 2m m’ m 
>m—1 " 
Bi an und auf n — m Parallelkreisen, entsprechend der Tatsache, daß 


P” (cos ®) n — m verschiedene, spiegelbildlich zum Äquator 9 = 5 gelegene 
Nullstellen hat (vgl. Ziffer 18). In einem von zwei solchen, unmittelbar auf- 
einander folgenden Meridianen und Parallelkreisen begrenzten sphärischen 
Viereck hat die tesserale Kugelfunktion keine Nullstellen, behält somit 
dort ihr Vorzeichen, und daher stammt der Name. Für m = 0 erhält man 
die zonalen Kugelfunktionen. Es entfallen dabei die Faktoren sin” # 
und cos mp bzw. sin mp; das erwähnte Viereck wird zu einer Kugelzone. 
P„(cos®) behält also sein Vorzeichen längs einer ganzen Kugelzone, 
woraus sich.der Name zonal erklärt. Schließlich bezeichnet man die für 
m — n auftretenden Funktionen, welche bis auf einen konstanten Faktor 
die Gestalt cosn op sin"® bzw. sinnpsin”® haben, als sektorielle 
Kugelfunktionen, weil sich bei ihnen das erwähnte Viereck auf einen 
Kugelsektor ausdehnt, in dem sie ihr Vorzeichen behalten. 


48. Additionstheorem. P sei ein Punkt mit den rechtwinkligen Ko- 
ordinaten (x, y,2) und den Kugelkoordinaten (r,d, o), P' ein Punkt mit 
den rechtwinkligen Koordinaten (=, y’,2') und den Kugelkoordinaten 


--> 
(r, 9, go); dann gilt für den Winkel y, den die beiden Vektoren OP 


und OP’ miteinander einschließen (O Nullpunkt des Koordinatensystems), 


xx + yy’+ 27 


— 008 d cos d’ + sin d sin ® cos (9 — g'). 


P,„(ecosy) ist ein Polynom n-ten Grades in cosy, das nur gerade oder nur 
ungerade Potenzen von cosy enthält, somit ist r"P,(cosy) ein homogenes 
Polynom n-ten Grades in x, y, 2. Es genügt der LArLAczschen Differential- 


gleichung, wenn die positive Z-Achse mit dem Vektor oP' zusammen- 
fällt. Da A=graddiv unabhängig vom Koordinatensystem definiert, 
also gegenüber Drehungen des Koordinatensystems invariant ist, genügt 
r" P,(cosy) auch bei beliebiger Richtung der Z-Achse der LarLackschen 
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Differentialgleichung; ist hiernach als Funktion von x, y,2 eine ganze 
rationale räumliche Kugelfunktion rn-ten Grades, somit P,„(cosy) als 
Funktion von d,o eine LAPpLaczsche Kugelfunktion. Da die Koordinaten 
der beiden Punkte P und P’in P,(cosy) symmetrisch auftreten, ist 
P,„(cosy) auch als Funktion von ©, @ eine LArLAczsche Kugelfunktion. 
Weil sie von den Richtungen (9,9) und (0,9) symmetrisch abhängt, 


' 


bezeichnet man sie auch als zweiachsige Kugelfunktion, wozu im 
Gegensatz man die nur von ® abhängige zonale Kugelfunktion auch 
-einachsige Kugelfunktion nennt. 

Als Polynom n-ten Grades in cosy ist P,(cosy) zufolge (I) auch ein 
Polynom n-ten Grades in cos (9 — 9). Denkt man sich die Potenzen von 


cos (p — p') durch die Kosinus der Vielfachen dieses Winkels nach der 
i —ia 
— ausgedrückt und berücksichtigt man, daß 


gr 4 
e”+e 
Formel cos = — 5 


P,(cosy) die Winkel @ und o’ nur in der Verbindung cos (9 — o’) enthält, 


so kann man setzen 


P,„(cosy) = B3 u„ (9,0) cosm(p — Y'). 


M=O 


u„(0®) muß ® und 9 symmetrisch enthalten und nach (47'2) sowohl 
von der Gestalt c,, (9) Pf’(cos®) als auch von der Gestalt c,,(9) P (cos 9°) 
sein. Es ist daher u,,(d, 9’) = a„P% (cos d) P}' (cos 9’) mit festem a,,, also 
(2) P „(cos y) —-)a, P? (cos 9) P7 (cos $) cos m(P — P'). 


mMm=oO 


Wir führen jetzt &=cos®, &=cos® ein. Dann ist nach (I) 


cosy=EE + Y1-& Y1-8?00s(p— pP). 


Um a,, zu bestimmen, dividieren wir Formel (2) durch (£&’)” und gehen 
zur Grenze &,&°—-+ oo über, wobei wir den Punkt +1 auf einem 
kleinen Halbkreis im negativen Sinn umlaufen. Da P,(cos y) ein Polynom 
n-ten Grades in cosy ist, fallen bei diesem Grenzübergang sämtliche 
Glieder mit Ausnahme von cos? y weg. Weil 


ist, wird zufolge (13-3) 
I een E sine A" 


(Eöyn n! 


8,’ >+0 


P% (cos#) ist bis auf den Faktor (1 — £2)2 ein Polynom (n — m)-ten 
Grades in &, daher bleibt auch hier beim Grenzübergang nur das erste 
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Glied übrig, und man erhält gemäß (18-2) 


m m(cosd) ...(@n—ıjE 
H Pi (cos ME (c0os9°) — (m pr (2n 2 
EEE >40 ( je (7 TE m) 

somit wird aus (2) 

. (— 1)m am cos m (p = o’) 


[m — m)!? 


er. m PP __ ER | 
(3) „sin a 119 EZ 


Auf der linken Seite dieser Gleichung erhalten wir 


— m’ BET ı 
e- 1 2n 
2 
e —e 
sin? n #7 A ee 
24 


2 
_ ed Hedren! „{n-k) i(p- 9) 
92n Pe kian— k)! 


i 
ze = | or 
(= En ja 


ee 
Ha ar 
1 
Ze ni +2 ee men) mi ‚cos m(p — P)|- 


cos (m — k) (P—g')| 


Setzt man diesen Ausdruck in (3) ein, so folgt 


A) | ‚ 
55 | + 23) (n — m) !(n + m)! nn 

= Fe (N — Br 
oder n—1, a,.= 2 TERIE, 


also schließlich 
(4) P,(cosy) = P,(cos®) P, (cos ®') 
{(n — m)! pm in ; 
4 23, an P" (cos®) P (cos 9’) cos m(p — '). 


Diese Formel .stammt von LEGENDRE (1782) und wird als Additions- 
theorem von P,(cosy) bezeichnet. 


49. Integraleigenschaften. Aus (47.2) und (21-5) folgt 
2 TE 
(1) [ae [S.0, pP) 5, (9, Y)sindd9=0 für m+n, 
0 0 


d. h. die Laprackschen Kugelfunktionen sind orthogonale Funk- 
tionen auf der Einheitskugel. 


50. Entwicklung von Hobson. 717 
Ferner nn sich aus (48-I), (48-4), (47.2) und (21-5) 
(2) [ “| (cos y) 8, (9; o') sin 9’ dd’ — u 7% (dp). 


Die zum Beweis der Gleichungen (I) und (2) notwendigen Rechnungen 
gestalten sich folgendermaßen: Man hat nach (47-2) 


(3) S,, (9,9) = „ (A,coskp-+ B,sink op) re (cos d), 
(4) n(®; P) et A, „coskp-+ B; sinko) P E (cos 9). 
k=0 


Jedes Glied von (3) ist mit jedem Glied von (4) zu multiplizieren und 
hierauf über die Oberfläche der Einheitskugel zu integrieren. Produkte, 
in denen Glieder mit verschiedenen Zeigern k multipliziert sind, geben bei 
der Integration Null zufolge der Orthogonalitätsbeziehungen der Kreis- 
funktionen | 


2 
(5) kp k' odpo=0 für k+K und e coskesinkodp=ß. 
Produkte, in denen Glieder mit gleichen Zeigern k multipliziert sind, geben 
‚Null zufolge der Orthogonalitätsrelationen (21-5) der LEGENDREschen Funk- 
tionen, weil mn ist. | 

Führt man an Stelle von 8, (9,9) aus (48-4) P„(cosy) ein und löst 
man dabei cos m (9 — o’)nach dem Additionstheorem des Kosinus auf, so 
bleiben nach gliedweiser Multiplikation mit (47-2) und nachfolgender Inte- 
gration gemäß (2) wegen (5) nur diejenigen Produkte übrig, in welchen 
Glieder mit gleichen Zeigern m multipliziert sind. Aus 


27 zn 
[ os’mpdp= | sintmydy= nr 
ö 6 
und. (21-5) ergibt sich dann die Richtigkeit der Formel (2). 


50. Entwicklung von Hobson. Im folgenden brauchen wir eine von 
Hosson!) stammende Entwicklung, die wir jetzt herleiten wollen. F(w) 
soll eine n-malig differenzierbare Funktion einer Veränderlichen u be- 
deuten. Wir betrachten den Ausdruck j 

ORF (u) 


(2) v- N aa 
IR “Py due oyP dzr 


2) E. W. Hossox, Messenger of Mathematics 23 (1894) 115. 
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mit irgendwelchen konstanten Koeffizienten a für u denken wir uns 


aßy? 
eine Funktion f(x, %, 2) eingesetzt, die Ableitungen bis zur n-ten Ordnung 


haben möge. Man überlegt sich, daß V von der Gestalt 


V= 2 XP (u) 
k=1 


ist, wobei die Koeffizienten Funktionen von x, y, z sind, die nicht von der 
Wahl der Funktion F(u), wohl aber von der Wahl der Funktion f(x, %, 2) 
abhängen. 

Wenn wir also die y, bestimmen wollen, können wir für F(w) eine be- 
sondere Funktion z. B. F({u) = u” setzen. In diesem Falle wird 


(2) V=n! Ne fa u a. 


Wir haben somit (1) nach Potenzen von f(x, y,2) zu entwickeln. Wir 
beachten zu diesem Zweck, daß 


(3) ya _ riet Yytm +9” 
Orr og“ OmP oCv 8=n=:=0 
ist und daß sich nach dem binomischen Satz 


ats y+n, Har={UC c+&y4n2+)- fa y2)]+f@ 2)" 


N 


—— a In [ft (X — &, Y + n,? + Ö) — f(x, Y; 2)]* [I(®, Y; 2)" 


infolgedessen aus (I), (2) und (3) 


a "fa +5Yy+n2+9 fa 
nen er Pr 0E* Om? 089 Fi 
ergibt. 

Ist insbesondere f(x, y,2) = ©? + y? + z?, so kann man die Rechnung 
weiterführen. Es ist dann 


-Sa+& 941 2+9) fa, ya = [2(8E+ yn+zd+ (++ 
k 19k—A 
- Ye (wet nt et. 
Die Entwicklung von («+ yn-+ ni liefert in jedem Glied k— ji 


für die Summe der Exponenten von &, n, £, dievon (?+n?+ 22) da- 
gegen 24; im Produkt beider Reihenentwicklungen erhalten wir. däher die 


Exponentensumme k +4. Da aber der Operator auf jedes 


der on = 
dieser Glieder auszuüben und hernach E=n=6=0 zu setzen ist, bleiben 
nur Glieder übrig, für die kt+i=n, d.h.A=n-—.k ist. Man hat also 


\ 


50. Entwicklung von Hobson. 19 


Zu 1. lee+ yn tat E rap + yet r 


(5) = Re er 0ER Omß OCY 


Nun ist, wenn die Koeffizienten b, a, von &,n,{ nicht abhängen, 


; &" Au FV 
(6) 2 Fupy Emm ol ,, 2 nr = 2 Aupy a! B!y!bas 


a+B+y=n a+ß+y=n 
N berzone, Da t 
= a = 7 Er. 
a+p+y=n Pro i . 
Wenden wir diese Formel mit 
Rettet +" 
Atutven 
auf (5) an, so folgt, weil dann der Operator 
or d d Ok-nl® .2  De\n-k 
ee tn) \etnt 
ist, 


Daun O \2k-n ( 02 2 \n-k ae 
(7) Ak (nk)! (2k— n) le; rygt2 3 sts: st38) PH ARR- Te. 


arßry=n 


DB Ay ir 


ze) k 
a+ß+y=n 


(8) Gyr-n(6; N; )= (5 0&? en on? zen 862 
ist ein EN on vom an 2k —n. Übt man daher noch den 


Operator E ty t2 2 auf G,,_,(&n,{) aus, so erhält man 


nach dem polynomischen Satz ähnlich wie bei (6) 


(z +24 u Gz:_n (7: 9) 


@k—-.m)! A „u „&® er, n G9,.- ale: N; ö) ' 
ER I u ee 


A+utv=2k-n 
Ä er we 
— (d!k—n)! kette) DM au ey'z 


a+ß+ry=Nn 


gemäß (8), also schließlich nach (7) 


und nach (I), won v=2?+ y2 + 22 ist, 


Ä er) rn n-k a 827 
(9) 3 Be Ze (u) A PIERRE: Ge) 


a+ß+y=n 
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Wählen wir insbesondere F(u) = —- —= w?, so ist 
ad (u 3) ee 
FW =} " ae 


are 
= k 
ml) Okz2kıl : 


daher nach (9) 


| 
en _ 
ar (—1)R1-3.5---(2n —1) 
(10) : 3 EEE 7 7 
a+3+Yy=n ur 2y7 02 # 
n-1 k Ak 
| (— 1)Er2k A j 
xil — nl Yy!. 
j 12% (2n — 1) (2n — 3)-»-(2n — 2k +1) a aß" 9 
Ist U, = N %,8 y®z” Kugelfunktion, so verschwindet A? U, somit 
a+ß+y=n 
ist gemäß (Ie) 
a) = N neiyz 
a+ß+y=n 
zu 
u eis IE 7 BEE 
1.3.5 (an 1), An aßr7 ex“ Oyß Ogr - 
Daraus können wir schließen, daß. 
on ml 
12 a Dekan = 
\ ) € Oyk 02 N— Zi — ); x oyk Ozn—kl (0 Ss k s ” . 1) 
2n +1 linear unabhängige ganze rationale räumliche Kugelfunktionen 
Be u e 
n-ten Grades sind. Es ist nämlich — —— -— —_ — gemäß Ziffer 6; 
0x? oy° 02? 


folglich lassen sich alle Ableitungen n-ter Ordnung von 3 in denen mehr 


als einmal nach x differenziert wird, durch die übrigen linear homogen mit 
konstanten Koeffizienten darstellen, daher nach (II) ebenso alle ganzen 
rationalen räumlichen Kugelfunktionen n-ten Grades durch die Funktionen 
(12). Diese sind gemäß Ziffer 6 ebensolche Kugelfunktionen und außerdem 
linear unabhängig, weil es nach Ziffer 47 genau 2» +1 linear unabhängige 
derartige Kugelfunktionen’ gibt. 


51. Pole der Kugelfunktionen. Wir betrachten eine Kugel vom Halb- 
messer r; ihr Mittelpunkt möge mit dem Nullpunkt des Koordinaten- 
systems zusammenfallen. Einen durch den 1 Mittelpunkt gehenden Halb- 
strahl mit den Richtungskosinus (a,b, c) wollen wir eine Achse nennen, 
ihren Schnittpunkt mit der Kugeloberfläche den Pol der Achse. Wenn. 
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wir eine Funktion f(x, y, 2) nn der ee der Achse differenzieren, 


so haben wir den Operator an Ps b> Tas are — auf die Funktion auszuüben. 


Haben wir mehrere solcher Fe = en Operatoren 


9) 9, 7) ö 
——qQ— +b,< - — — 2 
Wette: Pelbhoom. 
so können wir die Funktion f(z, y,2) nach ihnen hintereinander differen- 
SR 0" : N 
zieren oder Em bilden. Wählen wir f(x, y,2) = 3 so wollen 
0" — 
wir ER einen Multipol mit den Achsen A,,Ao,..., A, nennen. 
0. 


Der Name: Potential eines Dipols ist, 


dessen Achse die Richtung A hat, vgl. (III, 28). 
Gemäß Ziffer 6 ist 


s|+r 


n 
| 9, 
— „yen+l a 
nf Oh, Oh, --- Oh . Io atba+%2)7 


n v=1 


eine ganze rationale räumliche Kugelfunktion n-ten Grades. Wenden wir 
Formel (10) der vorigen Ziffer auf V,, an, so erhalten wir 
ee .(2n—1) 

1 ky2k 4k 
4 ak kt (2n — 1)(2n— 3)... (2n — 2k+1) 


zur einfachen n Bereihnung des Multipols. 


Il@s+b,u+6,9 


Man kann jede ganze rationale räumliche Kugelfunktion 
‚als Multipol darstellen. Näch (50-11) läßt sich nämlich jede solche 


Kugelfunktion n-ten Grades U,—= )) ,s,2%*y"z’ in der Gestalt 
a+ß+y=Nn 
T __ ee „(2 2 8\1 
(1) ee (25 &)7 


darstellen. Wenn wir also U, in der Gestalt 
n 
2) U, y2)=C]] (ae +b,y+0)+(@ ++ )H,..(e y,2) 
v=1 


schreiben können, wobei H,„_2(%, y, 2) ein beliebiges homogenes Polynom 
(n — 2)-ten Grades ist, so folgt aus (I) 


— 1)? yan+l 


(3) U,(®, oe en ae 


0: e\1 
ea 2 +, +62) r? 
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weil R & 
tat), Ö 50 


a ayeT ir 

gemäß Ziffer 6 ist, womit die Darstellung als Multipol geleistet ist. 

Um (2) zu erhalten, gehen wir in folgender Weise vor: Wir deuten x, y, z 
als homogene Punktkoordinaten in der Ebene. Dann ist U „(% Y% 2) = 0 
die Gleichung einer Kurve n-ter Ordnung (,, ac +b,y+c,2=0 die 
Gleichung einer geraden Linie h,, + y?+2z?=0 die Gleichung eines 
nullteiligen Kegelschnittes C,, H,_s(& y,2)=0 die Gleichung einer 
Kurve (n — 2)-ter Ordnung C,_,. Wie sich aus (2) ergibt, schneidet der 
Kegelschnitt C, die Kurve C, gerade in den 2» Punkten, in denen der 
Kegelschnitt von den n Geraden h, getroffen wird. Sie sind paarweise kon- 
jugiert imaginär. Die durch ein solches Paar gehende Gerade ist daher 
'reell. Wir erhalten auf diese Weise rn reelle Gerade durch die 2n Schnitt- 
punkte, also genau die Geraden k,. Hätten wir einen der Schnittpunkte 
mit einem anderen verbunden, der nicht zu ihm konjugiert ist, so wäre 
die Gerade ebenfalls imaginär. Die Aufgabe läßt sich also im Reellen 
nur auf eine Art lösen. | 


Um die Schnittpunkte zu bestimmen, setze man 
(4) z=uW"—v%, y=2uv, z2=i(u + v2). 


Dieser Ansatz befriedigt die Kegelschnittsgleichung. Führt man ihn in 
die Gleichung der Kurve C,, ein, so ergibt sich eine Gleichung vom Grade 2 
für das Verhältnis u:v. Setzt man deren Lösungen in (4) ein, so erhält 
man die homogenen Punktkoordinaten der 2n Schnittpunkte. Mehrfache 
Lösungen liefern entsprechend oft zu zählende Schnittpunkte. Durch die 
Schnittpunkte sind gemäß den durchgeführten Überlegungen auch. die 
Geraden h, und damit die Zahlen a,, b,, c, bestimmt und leicht zu be- 
rechnen. | 

Wir haben nun noch C so zu bestimmen, daß Gleichung (2) erfüllt ist. 
Wir führen die Abkürzung L,=a,x-+b,y+ c,2 ein und betrachten 
das Büschel von Kurven »-ter Ordnung, das durch die Gleichung 

U, ALL, L,=0 

gegeben ist. Jede Kurve des Büschels geht durch die 2n Schnittpunkte, 
wie sich aus. der Gleichung sofort ergibt. Wir wählen nun auf dem Kegel- 
schnitt C, einen beliebigen, von den Schnittpunkten verschiedenen Punkt 
und bestimmen A so, daß die entsprechende Kurve des Büschels durch 
diesen Punkt geht. Das ist möglich, da für diesen Punkt keines der L, 
verschwindet. Die Kurve des Büschels, die zu diesem A gehört, hat mit 
dem Kegelschnitt 0, 2n + 1 Punkte gemeinsam, enthält ihn daher ganz, 
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d. h. sie zerfällt in CO, und eine Kurve (n— 2)-ten Grades ©,_,. Die linke 
Seite ihrer Gleichung U,—AL,L,-:-L, muß also von.der Gestalt 
(2? -+ y?+2%) H,_s Sein. Unser so bestimmtes ) ist somit das gesuchte (. 
(2) ist eine identische Gleichung, in der alle übrigen Koeffizienten reell 
sind. Setzt man demnach für die x, y, 2 reelle Zahlen ein, für die keines 
der L, verschwindet, so ergibt sich C reell. 

Der Gedanke, die Kugelfunktionen durch die Lage ihrer Pole festzu- 
legen, geht auf Gauss!) zurück, wurde dann von MAXWELL?) ent- 
wickelt und von CLEBSCH®) und SYLVESTER®) fortgeführt. 

52. Pole der tesseralen Kugelfunktionen. Wir wollen jetzt annehmen, 


n — m der Achsen des Multipols sollen mit der positiven Z-Achse zu- 
sammenfallen und die übrigen m so in . X Y-Ebene verteilt sein, daß je 


zwei aufeinanderfolgende den Winkel — einschließen 1<m<n). « sei 


‚der Winkel, den eine dieser Achsen it der X-Achse einschließt. Wir 
setzen 
E=cHtiy, =r-—1y, 


also 
BER nE Se 
| a 
daher 
[7] 1/02 . 60 19) 1/0 .o\ 
ie a 3le- ia) mrletim 


und bilden 


(2) I1[® (e +52). + net) 2] 


2) 0Y Z 
m-1 2 
-7 24 le+2) | 


EI 
Ber, mia O\" „mia er m 
3 on! I 


0 F. ae: Werke Bd. 5, 8. 631. 

2) J. CL. MAxwELL, A Treatise on Electrieity and Magnetism, Bd.1, 2. Aufl., 
S. 179— 214, Oxford 1881. | 

3) A. CLEBSCH, J. reine angew. Math. 60 (1862) 348, 

4) J. J. SYLvESTER, Philos. Mag. London, Serie 5, Bd. 2 (1876), 8. 291—307 
und 400 oder Werke Bd. 3, 8. 37—51, Cambridge 1909. Vgl. auch A. OSTROWSKI, 
Jber. Deutsche Math. Verein. Bd. 33 (1924). 

“ Lense, Mathematik. A, Bd. 23. 6 
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Es: ist. nämlich 


mM— 


v=0 


Divn 


” (= (0;1, 


e 


wegen w" —1 = /] 
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a AP up 


m—1 iv 
Te" 9e 
un = menia, 
En 
> (m-1) . 
e? Di m 
Dee 
m-1 _2ivn En 
\w—e ”" ]J ist. 


v=0 


= 


m — 1) sind ja die m-ten Einheitswurzeln, wes- 


ENTER BR .j® , & ee 
un ergibt sich aus (50-Io), weil (+ >) (..ıy)"=0 ist, 


mo, .o\m1l (-1)"1-3-5---(2n—]) 2A 
Zu 32 er ee uk 1) 
ey r ni 
ng rein 
(11.3.5 An—1), ...; 5 r2 d2 2m 
= nr @ +iye | aan 
rt Ba | 
En 2-.4-(2n —1)(2n—3) dz* | 
_o1® 1° 3° b++--(2n —]) (n —m) (n— m—]1). „n- 
y2R+l (vtiy)" & ee 2(2n—1) ; 


(n — m) (n — m — 1) (n — m — 2) 


(n — m — 3) „nm A 


en nn ö | 
u (— 1) 1° on . (An — 1) (cos mp a2 5 sin mp) sin” 9 u 
(n — m) (n — m ei gn-m-2 
2 (2n —]1) a | 


Zee 


art 


nach (I8'2) und (13'3). 


Mit Rücksicht auf (I) folgt also 


„lee 
za -( 


b- 
At 


1 


r 


ö 


1 


— 


a 


(n — m)! (cos mg + isin mo) P (cos®) 


_ (—- D""(n—m)! 
om-1,ntl 


(— 1)"+% (mn — m)! 
n+1 


om-1, 


cos m pP" (cos®), 


— sin mo P" (cos®). 
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Nun erhält man aber die Operatoren (5) + 2)" aus (2) bis auf einen 
konstanten Faktor in folgender Weise: (2) liefert für « = 0 

| o\m er o\m 
" (a9 ()" 
dagegen für « — 5; 

{° m am o mM 

(I) 2)” +20" (&)". 
d. h. wir erhalten (4) + (5)" für gerades m aus II und für ungerades 
aus I, dagegen | =) — 2)” für gerades m ausl und für ungerades aus II. 


Damit haben wir die tesseralen Kugelfunktionen durch unsere Multipole 
dargestellt, die .zonalen und sektoriellen sind besondere Fälle. Bei den 
zonalen fallen alle Achsen in die Z-Achse, bei den sektoriellen alle in die 
X Y-Ebene. Diese erhält man aus (3) für m=n, jene (m=0) aber aus 
(9:2), da in den Formeln der vorliegenden Ziffer m = 1 vorausgesetzt 
wurde. 
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53. Reihenentwicklungen nach Laplaceschen Kugelfunktionen. f(9, ») 
sei eine auf der Einheitskugel definierte reelle Funktion. Wir ‚setzen an 


(f) - 38, (d, 9) 


und nehmen an, ‚daß diese Reihe eek: konvergiert. Wir multi- 
plizieren die Gleichüng mit P_„(cos y) und integrieren über die Kugelober- 
fläche. Dann ergibt sich nach Ziffer 48 und 49 


(2) S,(®, + ef dep’ [r f® P(cosy) sind’ dd’ 
und daher aus (47°2), hu für die Koeffizienten von S,(9, o) 
A: le nor P „(cos #') sin 9’ dd’ 
2 = 1, 7 m / / ! 
(3) Am —- er [se eo) PR (cos®’) sin Hdd 
Ö 
B _2nH+l (n — m)! n 


nm In nem) [same de’ [vo &') P} (cos®') sin dd 
6 


| wel; 2 Melzissn): 
6* 
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Damit sind die einzelnen Glieder der Entwicklung bestimmt; sie ist 
also eindeutig. 

Wir wollen nun die Entwicklung (I) auf ihre Konvergenz untersuchen, 
d. b. wir wollen hinreichende Bedingungen dafür aufstellen, daß sich 
f(®, @) in eine solche Reihe entwickeln läßt. Wir haben nach (2) die Reihe 


Fr >H +1) er so, o') P, (cos y) sin 9’ dd’ 


zu ee ie an Stelle der Koordinaten 9, gp' andere Ko- 
ordinaten auf der Kugel ein, indem wir den Pol des Systems 9, o in den 
Punkt mit den alten Koordinaten (9, @) verlegen. Dann tritt an Stelle 
des Winkels 9 der Winkel y und an Stelle-von @’ ein anderer Winkel %, 
der die einzelnen durch den neuen Pol gehenden Meridiane kennzeichnet. 
Dadurch wird f®, 0) =F(y,%). Schreiben wir noch zur Abkürzung. 


27 


D(y) =, f F(y,$) dp, so erhalten wir, da die Integration über die 


ganze Kugel zu erstrecken ist, 
1 n 2n 


(4) Ir B (2v +1) iso, P,(cosy) sin ® dd’ dp’ 
1 oo n 2 ; B 
=, werd F(y,9) P,(cosy) siny dy d@ 
v=(0 


wenn wir noch % = cosy setzen, wodurch ®(y) — (4) wird. Mit Hilfe 
der Rekursionsformel (12-5) erhalten wir 


. ZbtH3)Pw=3[Ew+ Rn]; 
wir haben daher rn | 
(5) = 5 ! Y(u)[P/(u) + P),,(w1du 


für n> + 00 zu untersuchen. 
54. Grenzwert der Teilsummen. Es sei 
(7) Fu) = FW) - Pu), 
wobei die Funktionen 7, (u) und (u) abteilungsweise stetig und monoton. 
sein sollen, und zwar so, daß an den Unstetigkeitsstellen die links- und 
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rechtsseitigen Grenzwerte vorhanden sind. Dann können wir die positive 
Zahl so wählen, daß beide Funktionen in den Intervallen —1<u<—1-e 
und 1—e<u<{1 stetig und monoton sind und sich gleichzeitig ihre Grenz- 
werte an den Endpunkten dieser Intervalle beliebig wenig voneinander 
unterscheiden, also z. B. 

lim %(—1+h) von im %,(—-1-+e—h) 

h>0 h>0 
mit A > 0 und ähnlich bei Y,(w) und im anderen Intervall. 

Nach dem zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung erhält man wie 
in Ziffer 28 mit —1< &, << —1+e, wenn man noch (Io-4) berück- 
sichtigt, 

-1+e 


2) [| AıWILP, (u) + Pu 41 (0)] du 


—1 


— lim %,(—-1+h) fir )+ P,.1(u)] du 


h>0 
| -ire.. > , 
a) J [P, (u) + Pn4,(0)] du 
—>0 1 
= [P,(C) + Par (&ı)] al 1+h)— lim f,(—-1+e—.h)] 
h>0 
+ [P,- 4)+P,.-1+e)]im A (— 1+e—h). 


R>V0 
Der Betrag des ersten Summanden im letzten Ausdruck kann mit Rück- 
sicht auf (II-2) nach der eben gemachten Bemerkung durch Wahl von & 
beliebig klein gemacht werden, der des zweiten nach Wahl von e gemäß 
(24-3) durch hinreichend große Wahl von n, weil Y,(uw) beschränkt ist. 
Ähnliches gilt für Y,(u) und daher auch für Y (u). 


Ebenso ergibt sich mit 1— es (,< 1, wenn wir (10-3) berücksichtigen, 
(3) Ri Y,(u) LP, (u) + Pay, )] du 


— lim Y,(1—e+h) ) [tr + P,;1(w)] du 


h>0 


+ lim Y,(1—h) Sir, (u) + P,.,(w)] du 


h>0 


= 2lim A(i1—h)+[P,&)+ Fn+1(9)] im P(d-<-e+h) 


h>0 


— lim’, (1— )]— [P,4—e)+ Pr Y(1-e-+h). 


h>0 


Aus ähnlichen Gründen wie früher können hier die a des zweiten 
und dritten Summanden im letzten Ausdruck durch Wahl von e und n 
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beliebig klein gemacht werden, und wieder gilt Ähnliches für Y,(u) und 
Pu). | 

Schließlich erhalten wir ganz ebenso für ein Intervalla <u<-b, das 
im Intervall -—1+e<u<1- : liegt und in welchem die Funktionen 
Y,(u) und Y,(u) stetig und monoton sind, mitasisb 


(4) IEAL [Pre u) + Pi,.(wldu 


— lim I, (a nr, (w+ P,,,(u)] du 


h>0 


+ im, (b—h) [tra u) + P},.,(w)] du. 
h>0 
Führen wir die Integrationen aus, so sehen wir, daß der Betrag dieses 
Ausdrucks mit Hilfe von (24-3) durch. hinreichend große Wahl von n 
beliebig klein gemacht werden kann, weil 7, (u) beschränkt ist. Die Wahl 
von n hängt von & ab. Ähnliches gilt für P,(u) und Pu). 
Da sich s, nach (53-5) aus einer endlichen Anzahl von Integralen der 
Art (2), (3) und (4) zusammensetzt, erhält man wegen (1) 
lim s, =lim Y(1—h)=limö(h), 
N>+X h>0 h>0 


weil Y(u) =&(y) mit u = cosy nach Ziffer 53 ist. 


55. Bestimmung des Grenzwertes. Wir haben also jetzt das Verhalten 


‘von 
N 2n | 
® | Fi. 9) do 
0 


für y= 0 zu untersuchen. Ist f(d, @) in einer Umgebung eines bestimmten 
Punktes Pd, 99) stetig, so ist F(y, 9) in einer Umgebung von y= 0 
stetig, wenn wir P, als Pol für die Koordinaten y, 9 wählen, somit auch 
D(y), also 


a). lim ©(h) =®(0) = ;,; | FO, D dA =fd, 90), 
h>0 Ö 
weil dem Punkt y = 0 der Punkt P,(d,, 9,) entspricht. 

f(d, 9) möge nun im Punkt P, folgende Unstetigkeit besitzen: Durch 
den Punkt P, soll eine Kurve mit stetiger Tangente gehen, die folgende 
Eigenschaften hat: Nähert man sich dem Punkt P, unbegrenzt auf der 
einen Seite der Kurve, so sei f, der Grenzwert von f(d, o); nähert man sich 
ihm auf der anderen Seite, so sei der Grenzwert f,. Im übrigen sei f(®, o)in 


56. Eigenschaften der. zu entwickelnden Funktion. 89 


einer Umgebung U von P, beschränkt, also | f(9, 9)| <M in U und außer- 
dem in dieser Umgebung auf beiden Seiten der Kurve stetig. Wir be- 
schreiben einen kleinen Kreis K mit dem sphärischen Halbmesser ö um 
den Punkt D, (Abb. 5). Für PA, ist y=0. Die Richtung der Tangente 
unserer Kurve in P, sei gekennzeichnet durch 9—=ß,.. Wir ziehen durch P, 
zwei Großkreise der Kugel, die mit der Tangente den Winkel n einschließen, 
und denken uns den Kreis K so klein, daß die Kurve ganz in dem Winkel- 
raum [W von der Größe 2n zwischen den beiden Großkreisen Bau und X 
selbst in U liegt. Dann können wir schreiben 


Bo+tn iz 2 Botrt+tn 29%: 
[rn ar = FE = nt a 
0 Bo+tn B+tr-n Bo+r+n 


Im ersten und letzten Integral 
unterscheidet sich F(y, g) be- 

liebig wenig von f,, im mitt- 
leren beliebig wenig - f., und 
zwar so, daß FW P —fı| <e 
bzw.: |F‘(y, 9) Se <e für 
alle |y| < 06 = alle 9 außer- 
halb des Winkelraumes I ist, 
wobei ö nur von e abhängt. 
Wir erhalten also für diese drei 
Integrale (fi + fo) (m — 2m), 
vermehrt um ein Korrektions- 
glied, das dem Betrage nach 
unterhalb 2rze bleibt. Die bei- 
den übrigen Integrale sind dem 


Betrage nach < 4Mn. Wenn wir also e und n entsprechend m nn 
so können wir durch passende Wahl von ö erreichen, daß sich. ji F(y,o) dp 
0 


von (fi + fe) x für alle |y| < 6 beliebig wenig unterscheidet. Es ist dem- 
nach 


27 
(2) lim B(h) -Iim | FM dB=5 (+9. 
y>0 0 


h>0 


56. Eigenschaften der zu entwickelnden Funktion. Wir wollen uns nun 
fragen: Für welche Funktionen f(#,@) ist P(y) oder, was dasselbe ist, 
YP (u) abteilungsweise stetig und monoton oder die Differenz zweier solcher 
Funktionen ? f(®, ), als Funktion von y und © betrachtet, also F(y, ®), 
soll integrierbar sein und absolut integrierbare Ableitungen erster Ordnung 
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haben. Wir können dann schreiben FW 9) =F,(yP) — Fa(y, Y), wobei 
=: [for Ad + Fly, N. 


F,yp)=z | f ' Fly — Fly, 2 


ist. F(Y; 9) und F,(y, 9) wachsen für jeden Wert von 9 monoton mit y, da 


F(y,9) = 1 F,y',$) dy’+ F(0, 9) 


ist. Dann ist aber auch 


DI 
(1) [FWw» - [7.0.9 ) dp — [r (1, 9) dp 
N) 
die Differenz zweier Inendten: wachsender Funktionen. Denn mit 
F(y+h 9) = F,(y pP) (h > 0) 


ist auch e F ıyrh, dd f F,(y,9) dö und ähnlich für F,(y,9). Ist 


F(y,9) ao so: beschaffen, daß die beiden Integrale auf der rechten Seite 
von (I) bezüglich y abteilungsweise stetig mit bestimmten: linksseitigen 
und rechtsseitigen Grenzwerten sind, so sind die von uns vorausgesetzten 
Bedingungen für den Entwicklungssatz erfüllt. 

Wenn f(#,@) in einem abgeschlossenen Flächenstück der. Kugelober- 
fläche stetig und außerdem so beschaffen ist, daß sich die einzelnen Teile 
in (2), (3) und (4) von Ziffer 54, aus denen sich das Integral in s, zu- 
sammensetzt und deren Beträge. beliebig klein werden sollen, durch Wahl 
von e und n dem Betrage nach beliebig klein machen lassen unabhängig 
davon, wo der Punkt P,(d,,%,) in. dem betreffenden Flächenstück 
liegt, dann konvergiert die Reihe (53-1) gleichmäßig gegen f(d,, 9) in dem 
genannten Flächenstück. Denn dann erfolgt wegen der gleichmäßigen 
Stetigkeit in dem abgeschlossenen Flächenstück auch der Grenzübergang 
(55-1) gleichmäßig. 


57. Abelsche Reihenumformung. Im folgenden brauchen wir einige 
Tatsachen aus der Lehre von den unendlichen Reihen, die weniger geläufig 


sind und die wir hier daher zusammenstellen wollen. s, = ’u, seien 


die Teilsummen der konvergenten unendlichen Reihe 


(I) Ss -) U, 
v1 
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mit. beliebigen komplexen Gliedern v,. Die 8, Sind daher beschränkt, es 
gibt somit eine feste Zahl M, so daß 


(2) I,I<M 


für allen ist. u >, >> --- sei eine Folge von nichtnegativen 
Zahlen, die nicht zunehmen, infolgedessen einen Grenzwert « haben. 
Wir betrachten nun 'die Reihe 
(3) 3 X,U,. 

v=1 


Für ihre Teilsummen erhalten wir 


n 
= NV Rust RE — 5) ++, — S,_1) 
v=1 


D 


oder 
OT Rn Sn = s](&ı %5) 4 89 (Xp 3) Ei: nr Sn-1&,-1 Zi %,) ® 
Die Reihe 


je .0) 


(4) P3: 5, (@, —%,+41) 
v=1 

konvergiert absolut, denn 
(5) Is,(@,— &,,)| SM (a, — &,,,) 
und die Reihe 

/ oo 

v=1 
konvergiert. Es ist also lim (o, — &, 8,) vorhanden, somit auch o = lim o,, 
. Nn>+%X 2>+0%0 
weil 
(7) lim &,5, = as 
Nn>+X 


ist. Man erhält 


lo|<a|ls| +M(a, — a) <sMa.: 


Wenn die Zahlen «, nicht abnehmen, aber beschränkt sind, so ist ebenfalls 
der Grenzwert «& vorhanden; in diesem Fall können wir schreiben 


n B 


(& = Nau- N (@—a,m, 
v-1 


v=1 


00 f B 
Nun ist )/ au,—=as; ferner konvergiert, wie eben bewiesen wurde, 
v-1 
je .0) 


BJ, («— «&,)%,, weil die Zahlen «—«,> 0 nicht zunehmen, daher ist 
v1 
wieder lim o, vorhanden. . 

Nn>+X 
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Wenn man also die Glieder einer konvergenten Reihe mit 
niehtnegativen Zahlen multipliziert, die entweder nicht zu- 
nehmen oder nicht abnehmen und in diesem Falle beschränkt 
sind, so konvergiert auch die neue Reihe. Man pflegt diesen Satz 
das Abelsche Reihenkriterium und die Umordnung der Glieder der 
‚Reihe (3) nach den s, die Abelsche Umformung zu nennen. 

Sind die Glieder der Reihe (1) stetige, reelle Funktionen von 
reellen Veränderlichen und konvergiert die Reihe in einem 
abgeschlossenen Bereich B gleichmäßig bezüglich dieser Ver- 
änderlichen, so konvergiert auch die Reihe (3) gleichmäßig 
in B. Denn dann ist s stetig in B, daher gilt (2), folglich konvergiert die 
Reihe (4) wegen (5) und (6) gleichmäßig. Aber auch der Grenzübergang (7). 
erfolgt gleichmäßig, wie man aus |@as— o,s,|<a|ls—s,| + |s,| | —a,|' 
erkennt. Der gleichmäßige Grenzübergang in (8) kann dann unmittelbar 
eingesehen werden. | 

Aus dem eben hergeleiteten Satz können wir folgenden Schluß ziehen: 


Wenn die Reihe Ya, x’ für einen reellen Wert x, von x konver- 
v=(0 

giert, so konvergiert sie gleichmäßig in dem von 0 und x, be- 

grenzten abgeschlossenen Intervall und hat zur Summe eine 


stetige Funktion. Es ist nämlich wegen der Konvergenz der Reihe: 
In+p 


ax 


hängt. Ferner sind die Zahlen (=) v„=n,nr+1,2r-+2°--.) nicht 
| | | 


negativ und nehmen wegen |x| < |x,| nicht zu, daher EN nach 


<e für alle positiven p, sobald n > N ist, wobei N von e ab- 


dem ABEuLschen Kriterium die Reihe Ya, ir =) =) a, x’, und ihre 


v=Nn 


Summe ist dem Betrage nach < & a <e&,.d.h. Na, x’ konvergiert in 
”! 


: dem von 0 und x, begrenzten abgeschlossenen Take aali un und 


ist daher eine stetige Funktion von x. Es ist also lim B3 1 BA — =) Qa,%, 
>22 v=0 
wenn sich x dem Randpunkt x, vom Innern des Intervalls her MR 


nähert. Diesen Satz pflegt man als ABELschen Grenzwertsatz zu be- 
zeichnen. 


58. Erste Randwertauigabe für die Kugel. Als Beispiel für die in Zif- 
fer 53. beschriebene Entwicklung nach Kugelfunktionen wollen wir die 
Randwertaufgaben der -Potentialtheorie für die Kugel lösen. Die Kugel 
habe den Durchmesser «a, ihr Mittelpunkt falle mit dem Nullpunkt des 
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Koordinatensystems zusammen. Bei der ersten Randwertaufgabe sind 
die Werte V der gesuchten Potentialfunktion V auf der Kugel gegeben, 


also V/ —f (9,9). Im Unendlichen soll V mindestens von der Ordnung - 


verschwinden, d.h. Vr beschränkt sein. f(®, 9) möge sich in eine gleich- 
mäßig konvergente Reihe nach LAPLACEschen Kugelfunktionen entwickeln 


lassen, f(d, 9) = )/ 8,(0,p). Dann ist für die Werte V, der gesuchten 
‚ n=0 
Potentialfunktion im Innern der Kugel (r <a) 


nl] 500 


für die Werte V_ im Äußern der Kugel (r > a) 


=) 2 8,0, p). 


n=0 
Denn nach Ziffer 8 sind »"8,(d, 9) und r-"+DS, (8,9) räumliche Kugel- 
funktionen, genügen somit der LArLACEschen Differentialgleichung und für 
r=aist Y,=V, =); daher konvergiert nach dem Satz von HARNAcK!) 
der Potentialtheorie die erste dieser beiden Reihen gleichmäßig innerhalb 
und auf der Kugel, somit die zweite außerhalb und auf der Kugel. Schließ- 


lich verschwindet V im Unendlichen mindestens von der Ordnung >, 


wie verlangt wurde. Da unter diesen Bedingungen die erste Randwert- 
aufgabe eindeutig lösbar ist, kann keine andere Lösung vorhanden sein. 

Für die Belegungsdichte o der Kugeloberfläche, welche dieses Potential 
hervorruft, ergibt sich nach einem Satz der Potentialtheorie 


er e zPHL ""+2£2)] 0»: 


(2) - Nan+ı) 8%, 9); 


falls diese Reihe gleichmäßig konvergiert. Denn nach dem Satz von 
HARNACK kann man die Reihen für V, und V, gliedweise differenzieren 
und erhält eine innerhalb und auf einer Kugel mit gleichem Mittelpunkt 
und kleinerem Halbmesser, bzw. eine außerhalb und auf einer Kugel mit 


gleichem Mittelpunkt und größerem Halbmesser gleichmäßig konvergente 


1) Bezüglich der hier und später benützten Sätze der Potentialtheorie siehe 
z. B. 0. Kerroge, Foundations of Potential Theory, Berlin 1929, J. Springer, 
oder W. STERNBERG, Potentialtheorie, Sammlung Göschen, Bd. 901, 944, Berlin 
und Leipzig 1925 und 1926, W. de Gruyter & Co. | 
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Reihe für die Ableitungen. Da aber diese Reihen wegen der gleichmäßigen 
Konvergenz von (I) nach dem ABELschen Reihenkriterium von Ziffer 57 
auch für r=a gleichmäßig konvergieren, so ist der gliedweise Grenzüber- 
gang r > a nach dem ABELschen Grenzwertsatz gerechtfertigt. 

Die Gesamtbelegung ist daher 


27 7 oo 27 T 
M = a? [dp [osindW=,— )) (2n +1) [dp | 8,0, 9) sin?dd—aß,, 
6 9 n=0 0 6 


weil 1 als Konstante eine LarLAckEsche Kugelfunktion nullten Grades und 
daher nach (49-1) | 
251 1 
[dp [ 8,0, p) sin d dd = 0 (n=1,2,3,...) 
0 6 
1st. 
Wenn umgekehrt die Dichte durch eine gleichmäßig auar Ent- 
wicklung nach LAPLACEschen Kugelfunktionen gegeben ist,o = 5 T,®, 9); 


n=0 
'so muß nach (I) wegen der Eindeutigkeit der Entwicklung 


- da 


8,09) = 10,9) 


sein, und daraus ergibt sich das durch o erzeugte Potential V. Aus der 
gleichmäßigen Konvergenz der Reihe für o folgt nach dem ABELschen 


Reihenkriterium die gleichmäßige Konvergenz der Reihe 2 S,(®, @), 


damit die der Reihen für V, und V_, dann die der ER Reihen 
und die } Möglichkeit des gliedweisen Grenzüberganges wie früher. 


59. Zweite Randwertaufgabe für die Kugel. Hier verlangt man, daß 
die Werte von 2 auf der Kugelfläche gegeben sind, also &).. =g(d, 9). 
Es möge sich wieder g(®,o) in eine gleichmäßig konvergente Reihe nach 
LarLAczschen Kugelfunktionen entwickeln lassen, 9(9, 9 = 2 T,®, 9). 


Für das Innere setzen wir wie in der vorigen Ziffer 


n=0 
daher © 1 
oV; nr" 
ug: =. 8, %d, p); 
also dv, © „ oo 
), = a N (d, P) = T,; (d, 2); ‘ 


60. Dritte Randwertaufgabe für die Kugel. 05 


Wegen des Nenners müssen wir den Wert n —.0 ausschließen, d. h. die 
Aufgabe ist nur lösbar, wenn 7‘, = 0 oder nach (53-2) 


27 7 
f dp J 90, p) sind dd= 0 
0 0 


ist. Das ist ein bekanntes Ergebnis der Potentialtheorie. Wie man weiß, 
ist diese Lösung bis auf eine additive Konstante eindeutig, in Übereinstim- 
mung mit der Formel (I), in der $, willkürlich bleibt.. Alle durchgeführten 
Rechnungen werden aus der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe für 
9(d, @) wie in der vorigen Ziffer gerechtiertigt. 
Für das Äußere setzen wir wie in der vorigen Ziffer 


ei m 5,8,9), 


n=0 
daher. 
Vu = 
ee Sn ae „n+2 8,0, 9); 
n=0 
also 


oVv vn-+l “ 
erh-. = 2 a 5,0, 9) = 2 7,89); 
5,0, =-, 09. 
Die Lösung erfüllt alle Bedingungen; wegen der Eindeutigkeit der Auf- 
gabe kann es daher keine andere geben (Rechtfertigung der durchgeführten 
Rechnungen wie früher). 


60. Dritte Randwertaufgabe für die Kugel. Auf der Kugeloberfläche, 
d.h. fürr=a, seien die Werte von AV-+k au durch eine gleichmäßig kon- 


vergente Entwicklung nach LAarrA0oEschen Kugelfunktionen B3 T,(®, 9) 
n= = 
gegeben. Für das Innere setzen wir 


v, -3% (2) 8,9, 9), 


daher muß wegen der Randbedingung 
[% A . 8,0%9)=T,(%,9) 


oder 


a Ta (d, 9) 
ah+nk 


sein. Der Nenner verschwindet nicht, wenn h und % dasselbe Zeichen 
haben. Wie man aus der Potentialtheorie weiß, ist gerade unter dieser 
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Bedingung die dritte Randwertaufgabe für den Innenraum eindeutig lös- 
bar, daher ist die gefundene Lösung die einzig. mögliche. 


Für das Äußere setzen wir 
ef n+1 
= 
n=0 


daher muß wegen der Randbedingung 


n»+1)k 
|» "778,08, 9) = 7,0,9) 
oder | 
4 Tn(9, 9) 

NT 
sein. Der Nenner verschwindet nicht, wenn h und k verschiedene Zeichen 
haben. Unter dieser Bedingung ist, wie aus der Potentialtheorie bekannt 
ist, die dritte Randwertaufgabe für den Außenraum eindeutig lösbar, 
daher ist abermals die gefundene Lösung die einzig mögliche. Der Nachweis 
der Konvergenz und der Berechtigung der durchgeführten Rechnungen 
erfolgt wie früher. | 


II. Kugelfunktionen mit beliebigen Zeigern. 


'& l. Gammafunktion. 


1. Produktdarstellung des Sinus. Im folgenden werden wir verschiedene 
Eigenschaften der Gammafunktion brauchen und deshalb wollen wir sie 
hier kurz behandeln. Dazu ist vorerst die Darstellung des Sinus durch ein 
unendliches Produkt erforderlich. Wir zerlegen z in seinen reellen und 
imaginären Teil z:= 2 -+iy und betrachten die Reihe 


109 1 


Wie man sofort erkennt, ist 

(2) Pe+1)=pR), 
d. h. es genügt, die Funktion im Streifen O< x <1 zu: betrachten, der 
von der imaginären Achse und einer zu ihr durch den Punkt 1 gezogenen 
Parallelen begrenzt ist. Es ist in diesem Streifen 


Se 1 Re SE | 
Dre Pre zur PH 


n=2 


Schließen wir also in dem Streifen die Punkte 0 und 1 durch kleine Kreise 
aus und bezeichnen den übrigbleibenden Teil des Streifens mit B, so kon- 
vergiert in DB die Reihe für o(z) absolut und gleichmäßig, o(z) ist daher 
wegen der Periodizitätseigenschaft (I) in der ganzen endlichen Ebene mit 
Ausnahme der Punkte 0, +1, £2, ... eine analytische Funktion von z. 
Da man wegen der gleichmäßigen Konvergenz gliedweise zur Grenze über- 
gehen kann, ..erhält man im Streifen 

(2) im o@) =. 

y>+» 
1 


2 weglassen, so wollen wir 


Wenn wir in der Reihe für o(2) das Glied 
u +90 
die übrigbleibende Summe mit Br% 


| bezeichnen. Innerhalb 


1 
(2 — n)? 


98 II, $ 1. Gammafunktion. 


eines Kreises K mit dem Mittelpunkt 0 und dem Halbmesser o ist für hin- 
reichend kleine o | 


) BEL, << y ) EEE == 2 — — —g 
R). 


N e 7, Konvergiert also in K absolut und slEichmäßig, ist somit dort 


A von 2, infolgedessen gilt in X die Entwicklung 
| 1 
Y)=5tPpl); 


wobei p(z) eine nach positiven Potenzen von z fortschreitende Potenzreihe 
bedeutet. Nun ist in K ebenso 
zu 1 102 22 =2 1: 
sininz 2 1 . T ) Ze +Pı@); 

hiernach die Funktion ; 

JT 

ya) =Ppl) — en 

analytisch in K und daher für alle endlichen z gemäß der Periodizität und 
dem Verhalten von o(z). Ferner ist 
—in2 


nr 
n2__e 


2% 


|sinzz| = 


daher in dem oben genannten Streifen: 


i 1 
im - = 
- sinszz 
>02 
und wegen (2) auch 
(3) lim y(2) =. 
£ y>4o 


Die Funktion y(2) ist also in diesem Streifen analytisch und beschränkt, 
sonach wegen ihrer Periodizität auch für alle übrigen 2. Sie ist deshalb 
eine Konstante, und zwar Null wegen (3). | 

Wir haben damit die Entwicklung 


m? 1 ee | A | 
a a tie 


n=1 
Sie konvergiert absolut und gleichmäßig für alle 2, wenn wir die Punkte 
+1,+2,... durch entsprechend kleine Kreise vom Halbmesser o und 
den Punkt oo durch einen genügend großen Kreis ausschließen. Denn 
es ist dann 
= 1 +00 1 9 o 1 


Sem 
ee n| ee 
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Durch Integration nach z ergibt sich 


2. 
7? 1 f 
u 1 (am-2) du—=negnz— 
0 ‚ 


da 1 
lim ( ctg. ru — .) —=0 
u>0 2 

ist.. Nochmalige Integration liefert, indem wir lim [In sin (zu) — In u] 


— Inx berücksichtigen, u>0 


[Ir eig mu — ;) du = In sinnz — Inz2— Inrz 
Ö 


er 1 1 
somit z “ 
| i ne 22 
(4) sinnz = nz II\t-) 
n=1 


2. Integraldarstellungen der Gammafunktion. Im folgenden soll für 
Potenzen mit positiver Basis immer der Hauptwert genommen werden, 
also z. B. ?= e’!*' mit reellem Int. Wir definieren die Gammafunktion 
mit L. EULER!) für & (2) — x > 0 durch die Formel 


(1) Pe) fer Prid 
6 


=. t+iy=reP). 
Im Bereich x >e, |2| < R (e positiv beliebig klein, & beliebig groß) hat 
man für den absoluten Betrag des Integranden die Abschätzung 
| et! < etgR-1 
für alle hinreichend großen £ und et"! <e-'°-! für alle hinreichend 
kleinen positiven t. 

Das Integral konvergiert demnach in dem genannten Bereich absolut 
und gleichmäßig und ist daher eine analytische Funktion von 2. Die Be- 
zeichnung I (2) stammt von LEGENDRE?). Er führt daher auch den 
Namen EuLEgsches Integral zweiter Art ein. GAUSSs?) schreibt 


I[e-»=T@. 


1) L. EULER, Inst. calc. Integr. 4 (1781) 337 oder Werke, 1. Serie, Bd. 19, S. 217. 
ı 2) A. M. LEGENDRE, Exercices de calcul integral 2 (Paris 1814) 4. 

3) ©. F. Gauss, Werke Bd. 3, S. 230 (aus dem Nachlaß). 

Lense, Mathematik. A, Bd. 23. 7 
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FR 


Wir formen (I) in folgender Weise um: Mit beliebig kleinem posi- 


N 
+, u" 
BI w'! 
n=0 


nügend groß unabhängig von t gewählt wird. Man hat daher 


[f. td Dj ena <a fera=s[era 
n= 09 | 


jo 


tivem ö ist < ö für alle beschränkten it, sobald N ge- 


somit in dem oben angegebenen Bereich 


1 N 
| (1) 1 ) ö 
lan 
, = 
oder 
“(ap ı 
-ti2-1 A Zu 
fe i u TER: 
a = 
und damit 
ir 2% 
e)} re= [|14 De ee are etc 
n=1 
01 


1% 1 _ Ei: 
14 3 Zn rer 
1 


Schließen wir die Punkte 0, —1, —2,... durch kleine Kreise und 
das Unendliche durch einen entsprechend großen Kreis aus, so kon- 
vergieren in der ganzen übrigen Ebene Summe und Integral in (2) 
gleichmäßig.. Die Gammafunktion ist also durch (2) in die ganze Ebene 
mit Ausnahme der Stellen 0, —1, —2,... analytisch fortgesetzt. Diese 
— 1% 

sind einfache Pole mit den Residuen 1, —1, ae —n 
Statt das Integral in (1) längs der positiven reellen 

Achse zu erstrecken, können wir auch. längs des 


>) .»e.—. 


Halbstrahles «|< 5 ö (6> 0) integrieren. Denn 


r 
auf dem geschlossenen Weg der Abb. 6 verschwindet 
R das Integral nach dem ÜAUCHYschen Satz. Es strebt 
Abb. 6. auf dem Kreisbogen mit dem Halbmesser r wegen 


& (z) > 0 mit r gegen Null, ebenso auf dem Kreisbogen 
vom Halbmesser R für R> + oo, weilhieri=R (cos +isin_) und daher 


IT 
—-Rsinö+ («-1)nR+—|y| 
ee eReospt(ia-DmR-yp — 5 z 


ist. 
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3. Produktdarstellung der Gammafunktion. Für positive p und t ist“ 
1 
y t 
e? > 1 2? 
a p 
daher ae 
e=' < (1 = -) ’ 
. t 1 
somit nach (2-I) für positive 2, wenn wir 1+ DE setzen, 


(I) | r< [+4] "ram [era 


Wir denken uns p so gewählt, daß n—=p — 1— z eine positive ganze Zahl 
wird. Dann erhält man, wenn man fortgesetzt teilweise integriert, 


1 l 
7 


(2) "(1 — s)?!ds —— s""!(1— s)’ds 
/ / 


1 


nn—1 1 z+n-1 ze n! | 
Zn oe“ = en! 
somit aus (I) 
| 5 n! u 


Ähnlich ergibt sich 
ESiI+itR 4... = für 0<t<1, 
dah | Ä 
ae et>i1-—-t für 0<t<i 


und ; 


er > 1-5 für 0O<t<n: 


hiernach ist für positive 2, wenn wir 1— „ —$ setzen, 


also schließlich nach (2) und (4) 


s 5 n! 
(5) een nee 
Aus (3) und (5) folgern wir 
n. . nn! 
n Te) erarı) <Ssermerm< To 
demnach 
i nen! 
(7) I‘@) = ECHT ern‘ 


Diese Formel verwendete Guss!) zur Definition der Gammafunktion. 


!) C. F. Gauss, Gött. Comm. Bd. 2 (1813) oder Werke Bd. 3, S. 145. 
Tr 
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Aus (7) folgern wir 


z-] 


3 W n! n 
WM ern etn—dern 
_H nt 
An 2 2—lL FE U 
>rol14 : ){ > \-+(1+ - 
daher 
z-1 „1 
1 n ya) 2-1 el &r-un] 
zu re] 
Nun ist 


Kr-un- Nil m+D 4m? 


n [} a des 
— Fi BE +1 9 
| Br [®) n 
ferner 
1 nn 1 
x 
<< zn 
| k 
daher 
1 vr 1 1 1 1 
x x 
0<;-[7 ER BRD 


% k+1 
DJ (E- e konvergiert also zu einem positiven Grenzwert C. Weil 


lim In 0 
Nn>+X 


n+1_ 
_- 


ist, hat man auch 


(8) lim (Ki-m] =6, 


NnN>+@X \k=1 k 


(o) = gl «- » [71 +) u 


Diese Produktdarstellung ‘geht auf WEIERSTRASS!) zurück. C wird als 
EULERsche Konstante?) bezeichnet. 


1) K. WEIERSTRASS, J. reine angew. Math. 51 (1856) oder Werke Bd. 1, S. 153. 
2) L. EULER, Petrop. Comm. 7 (1734/35[40]) 156 oder Werke, Serie 1, Bd. 14, 
S. 94. 
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4. Funktionalgleichungen. Wenn wir (2-1) teilweise integrieren, er- 
halten wir | 


joe) 


T) -|- e*) +2 / erd=2le+l); 

also 
(r) Pe2T)e2r): 
Nach (2-I) ist ferner 
(2) ’)=-1, 
daher wegen (I) für alle positiven ganzzahligen n 
(3) T’a+h)=n! 
Der Formel (3-9) entnehmen wir für 0<z<1 

ra ra)” 

1 = 2 Be 
Ti-) = (ı r 2) er 


also wegen (I-4) 
1 = 22 sin 772 
rar la 
oder nach (I) 


(4) T)I1A-)==- 


sin nz ' 


Diese Gleichung liefert für z — > die schon EULER bekannte Formel 
= . 
(5) r(5)= Ir. 
Das Vorzeichen der Wurzel muß nach (2-I) positiv sein. 
Die Gammafunktion genügt noch einer Funktionalgleichung, die schon 
LEGENDRE bekannt war. Wir gelangen zu ihr auf folgende Weise: Nach 


(3:7) ist 
1 


ee ee Fr a de a 
= Fr er e), 


1 3 
[3 Bu ” 
> +0 rt 9 or) 


2 (n!) 
J(22) = im a. —. — 


22(2 +. Da —ı 
nor (22 +1) (22-+n) 


u (2n)*? (2n)! 
= IeldzH 1)---@zF 2m)’ 
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daher 
au Bi)... 1 — 2°” ]im A ne ie a — 2°?-1 Jim en @ i 
I (z) ri: = 5) Nn>+% Vn (n!)? 2 n> + 0 (n!)?2 
Wir setzen nun z =; und erhalten nach (2) und (5) 
u — lim zus In 
Yr ee 
daher 
I (22) Eee 


(6) = 


Gemäß seiner Herleitung gilt (I) zunächst für R(2)>0, (4) für 
0<z<1, (6) für z>0. Durch analytische Fortsetzung wird jedoch die 
Gültigkeit der drei Funktionalgleichungen auf alle z ausgedehnt, für die je- 
weils beide Seiten der betreffenden Gleichung analytische Funktionen sind. 

Aus (4) können wir schließen, daß /‘(z) keine Nullstelle hat. Wäre 
nämlich a eine Nullstelle, so müßte J'(z2) für 2=1-—.a unendlich werden, 
d.h. 1—a=0, —1, —2,... sein gemäß Ziffer 2, also a=1,2,3,... 
Das ist aber nach (2) und (3) unmöglich. 


5. Asymptotische Darstellung der Gammafunktion. Wir werden später 
eine näherungsweise Darstellung der Gammafunktion für große positive 


Abb. 7. 


Werte von z und auch eine Abschätzung des dabei auftretenden Fehlers 
benötigen. Wir suchen zu diesem Zweck zuerst eine passende Formel für 


In/'(z) zu gewinnen. Wir definieren B(e()=x—k 5 fürk<xce<k+1 
k=0,+1,+3.... B,(x) ist also überall stetig mit Ausnahme der 
Stellen 2 =0, +1, 4+2,.. ., Bi (x) überall 1, ausgenommen die genannten 
Stellen, wo es nicht definiert ist (Abb. 7). Ferner ist 

B,(<+1)=B,(e). 


R 
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Damit ergibt sich: für positive z und k=0,1,2,...,n—1 
k+1 k+1 


[ve+)d= u: t) di 
2 "EB, r 
=; [In(@+k+ D+n@+m1- | Fr; 
k 


für den Logarithmus soll immer der Hauptwert genommen werden. Wenn 
wir diese Gleichungen addieren, folgt 


n 


n n-1l 
[me+ dt => [In@+n)+1nz]+ Sin@+m— [a 
, Pr 


oder u 
PT (2 + k) = [me+ Hat zn tn tt [Aa 
Nun ist 
: an f tdi 
PEN +03 
daher =nn@ +n—n+z[in@+n)—Inz], 


Nine+n=(e+n+5)i n(2+n) — (ea) n+ [Alta 


somit für z=1 


Ynl+n- (Ii+n4z 4m — nr [a 


en wir diese Gleichung von der vorhergehenden abziehen, erhalten wir 


= _ z+n 
)Inn = (1+n+ si a 
Se [ B,W) B, 
+ (@— 1)In (? ;)ne+ [ta (a 
Ö 
Nun ist 
e 1 er 1 Äf z—1 _ 
lim (ihnt gi lim (i+n+35) n(1+34)=2-1, 
daher 
ir u ROTE 1 | 
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Denn der Grenzwert der linken Seite ist vorhanden, weil nach (3-7) 


Be mn n+41_ . md 
Io= im GrD-@rn N = im FD ern) 
ist. Somit folgt 
De 1 [30 Bi 
(I) hr@a=(-5)n2-2+1- [[3-72]e. 
0 


‚ Diese Formel gilt zunächst gemäß ihrer 
Herleitung für positive z. Wir wollen ver- 
suchen, ihre Gültigkeit auf folgenden Be- 
reich B (Abb. 8) auszudehnen: Die nega- 
tive reelle Achse und der Nullpunkt seien 
durch zwei zur Achse parallele Gerade und 

„einen Halbkreis vom Halbmesser ö ausge- 

schlossen, der Punkt 2—= oo durch einen 
Kreis vom Halbmesser R. ö kann beliebig 
klein, R beliebig groß sein. 


Abb. 8. Wir wollen das Integral umformen. Dies 
gelingt in folgender Weise: Wir definieren 
die Funktion B,(x) so, daß B,(x) = B,(x) an allen Stetigkeitsstellen von 
B,(x) und 
f B,(x) de = 0 
ist. Damit ergibt sich 


B,(&) -5(e-3) -% für O<x<s<I1 


und Be(& +1)=B,(x), wenn wir auch Stetigkeit von B,(x) für 
2=0,+1,4+2,... verlangen. 

Zwischen 0 und 5 nimmt B,(x) ab und dann zwischen 5 und 1 wieder 
zu. Nun ist 


B()=Bl)=75: Balz)=— a: 


somit ist e- der größte Wert, den |5,(«)| überhaupt annimmt. Damit 


erhalten wir im Bereich B 


2) Jere- ES nz tete 
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wobei ‚das letzte Integral absolut und gleichmäßig konvergiert, weil 
|B,(t) | <a und +1 > u in B für t> IR ist, sonach 
fa 2 
Im: @+ 9% <: [7 PTR 
IR 
unabhängig von 2 für alle genügend großen t beliebig klein wird. Das 
Integral ist also in B analytische Funktion von z, somit nach (2) auch 


2 zu t 
Gleichung (I) in B analytisch sind, ist damit ihre Gültigkeit auf den Be- 
reich B erweitert. 


daher f | . nn dt endlich. Weil auch die übrigen Glieder der 
ö 


Wir haben noch [ T dt zu berechnen. Weil dieses Integral eine 
feste reelle Zahl ist, Könnan wir es aus (I) entnehmen, indem wir z. B. z 
längs der positiven imaginären Achse ins Unendliche streben lassen. Es 
ist nach (4-1) 

Ti-2)=—21(-2), 
daher nach (4-4) 


FON) 
also, weil die Gammafunktion nach (2-2) für konjugiert komplexe Werte 
von 2 selbst konjugiert komplexe Werte annimmt, 


; on 
Ferner haben wir 


f B,() Il cd 
@ [ernt <a lee 
0 | 0 
rd od 
5) zısikougr, 
1 21°... 
ee] He) 
wobei 
7 EEE 
arotg | <5 
ist, somit bei festem x nach (2), (4), (5) 
(6) lim [ = =0. 
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Es folgt hiernach aus (I), (3), (6) 


+ a a |m run -(v-;) nn int | a 
0 


- im |nITeyl+z my+3s]| 


y>+© 
2 y 
— lim In Y — U = In (27). 
y> +8 yierv—errn 


Damit erhalten wir aus (T) die sogenannte verallgemeinerte STIRLING- 
sche Formel!) 


q 1 La.:2 FB 
(7) In T)=(e-;5) Inz2—2+,1n(2n) — | a. 
" 


Da ö beliebig klein und: R beliebig groß sein kann, gilt (7) in der ganzen, 
längs der negativen reellen Achse aufgeschnittenen z-Ebene. Ist y=0, 


so ist 
= 
di m 1 
I2+ 8] 12 2 2’ 


somit wegen (2) und u 


lim j u dt=0 
i>+0 | 
oder nach (7) 


(8) im = 


Aus (8) und (4-3) schließen wir für positive ganzzahlige n 
N 

li ie ne 1: 
(9) . Kiel n"e"VY?rn 

6. Abschätzung des Restgliedes. Um das Integral in der Formel (7) 
der vorigen Ziffer genauer abzuschätzen, greifen wir auf die dort definierten 
Funktionen B,(x) und B,(x) zurück. Wie wir damals B,(x) aus B,(«) 
gebildet haben, so wollen wir jetzt B,(x) aus B,(x) bilden, d. h. wir setzen 


B;(&) er. (*— 3 (-— 5) für 0O<a<1 
und 


B;(x« +1) = B;(e). 


1): J. STIRLING, Methodus differentialis sive tractatus de summatione et inter- 
polatione serierum infinitarum, London 1730. 
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Dann ist N 
B;(2)=B,(x) und [ Bs(®) de =0. 
ö 


Weiter bilden wir ebenso B,(x) aus B,(x)und B,(x) aus B,(x),d.h. wirhaben: 
1 1\4 1 '1\2 7 h: 
B,(@+1)= Bye), Bi(®) = Bu(e), 


au x)de—N0, 


1 1\5 1 | 7 1. 22 


B,(<+1) = B;(«), 
B;(x) = Bı(®), [ Bs(®) de = 
) 


Abb. Ya. 


Da die eingeführten Funktionen die Periode 1 haben, ergibt sich aus 
diesen Formeln folgendes Verhalten für jedes der Intervalek<xe <k-+1 
(k=0, +1, +2,...) (Abb. 9): Die Schaubilder von alı> (2), Bs(&) 


sind spiegelbildlich in bezug auf den Mittelpunkt k-+5 +5; 0) des Intervalls, 
die von B,(x) und B,(x) spiegelbildlich i in bezug auf die Gerade —k +5 —_ 


110 II, $ 1. Gammafunktion. 


Es genügt also, die Funktionen in der ersten Hälfte (% zack +5) 
des Intervalls zu betrachten. B,(x) wächst geradlinig von -— bis 0, 


B,(x) nimmt fortwährend von 5 bis — z ab, B,(x) wächst fortwährend 


von 0 bis zu einem größten Be 2 wa dann fortwährend bis 0 ab, 


B,(x) wächst fortwährend von — En bis rt B,(x) nimmt fortwährend 


von 0 bis zu einem kleinsten Wert ab und wächst dann fortwährend 


5 


Abb. 9b. 


Abb. 9e.. 


bis 0. Man pflegt diese Funktionen als BERNOULLIsche Polynome zu 
bezeichnen, weil sie zuerst bei JAKOB BERNOULLI!) auftreten. Das 
Schaubild von B, in Abb. 9b ist gegenüber dem in Abb. 9a zehnfach 
überhöht, ebenso das von B, in Abb. 9c gegenüber dem in Abb. 9b. 

Für das Restglied in der Formel (57) ergibt sich für positives ei, 
wenn wir fortwährend teilweise integrieren 


(Bo, 1 [BU 
N ® 1 Para Er rec 
0 


1.30], .[ 30 
1% ( un 


1) JAKOB BERNOULLI, Ars conjectandi, Basel 1713, S. 96, oder Ostwalds Klassiker 
der exakten Wissenschaften Nr. 107, S. 99 (Leipzig 1899). 


0 


en 
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1 FB ®e,,.f 36 B, Ci 
er art 
0 


Aus 
1 
3(5-2)=-Blyt>) 
folgt 
4 1 | 
B;(i) [ 3% 
ernt\>|e#% Ai 
® | 
‚somit Rn 
di Bl) 
(+) 
ö 


weil B,(x)>0 für 0<x <3 ist, und ähnlich für die folgenden Inter- 
valle k<x<k-+1, daher auch 


eo) 


B; (t) 
u BEN 


Ebenso erhält man 
jo <] 
x [& 
. 


weil B,;(x) <O für 0< 2<; ist. Nach (2) ist daher 


i<0, 


| (Bo 63 
3) le 13 di = 720 23’ 
0 
wobei 0<®<1l ist. Aus (57), (I) und (3) folgt für <> 0 
Ei 1 1 1 d 
(4) nl) = (2-5) ne—a+ 5 In (2m) ae 


7. Betafunktion.e Wir definieren die Betafunktion durch die Formel 
1 


(2) B(p,q)= [rag td 
0 


mit X(p) > O0 und & (g) > 0. Der Name Betafunktion stammt von BinErt), 
LEGENDRE?) nennt das Integral das EULERsche Integral erster Art. Es 


t) J. Binert, Ec. polyt. 27 (1839) 131. 
?) A. M. LEGENDRE, Exerc. Bd. 1, S. 221; Bd. 2, 8.3. 
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ist PL — yet] < ET) für O<E<L,RPD)DE,Rg)>Ee> 0; 
daher konvergiert das Integral absolut und gleichmäßig, ist infolgedessen 
analytische Funktion von p und g für KpP)>0, RN) >00. 

Die .Betafunktion kann man durch die Gammafunktion darstellen. 
Das läßt sich nach JacoBı!) in folgender Weise machen. 


Es ist nach (2-1) 


N 
(2) I«(p) I(g)= lm fe” ar Ide [et yııdy 


NN ! 
— lim Sf er al dady. 
e>0 Eee 
N>+o 
In dem Doppelintegral führen wir nun die neuen Veränderlichen u und v 
durch die Gleichungen 


(3) z=ul—), y-u 


ein. Dann erhält man 
(4) u=x+%y, erw 
Das Quadrat ABCD (Abb. 10) möge von den Geraden 2 =e, y=e, 


2<—=N, y=N begrenzt sein. Dann lautet die Gleichung der beiden 


1) C.G. J. JACOBI, J. reine'angew. Math. 11 (1834) 307 oder Werke Bd. 6, S. 62. 
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unter 45° gegen die X-Achse geneigten Geraden durch:die Punkte A bzw. C 
(5) xz+y=2e oder u=2e, 


Dan: x+y=2N oder uw=2N 


und die Gleichungen der beiden Geraden durch O und die Punkte B bzw. D 


y___E BE; 
(6) = oder v— u 
y_ N | N 


Den von den Geraden (5) und (6) begrenzten, in Abb. 10 schraffierten 
Bereich nennen wir G. Das diesem Bereich umgeschriebene achsenparallele 
Quadrat A’B’C’D’ wird von den Geraden 


2 €? 2 € 
"unter I9TNr+e | 
2 N? 2 N? 


unten YoNnds 
begrenzt. | 
Nun ist für positive p und q 
(7) f ee” at dedy< IH er rt al dady 
AB CD G 
< JJ et artyintdady, 
A’ B'C'D’ 
weil der Integrand positiv ist; ferner nach (3), (5) und (6) 


Iertt a yitdady= | [er ur — vP'dudo 
G e 


N 
2N Nte 
— [ eur du f tl — vPrido, 
2€ € 
N+te 


also nach (2'I) und (I) 


lim [fe@t9 art ye!dedy=T(p+g) B(4, P); 
€e>0 6 
N>+® 


somit nach (7) und (2) 
oder ToT@Q)=T(ep+q Bi») 


I») I 
(&) Ba D-TE a =B(p9. 


Diese Formel war schon EULER!) bekannt. Zufolge analytischer Fort- 
setzung gilt sie für alle p und q mit positiven reellen Teilen. Durch sie kann 
man die Betafunktion für die ganze Ebene definieren. 


1) L. Eurer, Petrop. n. comm. 16 (1771[72]) 109 oder Werke, 1. Serie, Bd. 17, 
S. 331. 
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8 2. Hypergeometrische Differentialgleichung. 
8. Hypergeometrische Reihe. Nach (I-18) und (I-43) genügen die Funk- 


tionen P*(£) und D”(£) der Differentialgleichung 


(z) 1-9 Et +9] =0. 

Führen wir die Veränderliche w durch „ | 
»=(1—-8)? w 

ein, so geht (I), wie in Ziffer (I-ı8) ausgeführt wurde, in 


dw 


2) ER — 2m +1) ER + Inn +) — min + 1)]w=0 
& 


über. Führen wir schließlich an Stelle von & die Veränderliche z = — 
oder &=1-—2z ein und setzen wir 
a=m—n, b=m-+n-+]1, c=m-+Ll, 


so wird aus (2) 


(3) 21-2) +lc-(a+5+ 21 —abw=0. 
In unserem Fall hängen a, b, c voneinander.ab, es ist nämlich 
| a+b+1=2e, 
ferner ist ee EN 
u en: 


Nach (1-18) sind m und n ganze Zahlen mit der Beschränkung O<m<n. 
Die im übrigen willkürlichen Zahlen a und 5 sind daher so zu wählen, daß 
=. nichtnegative ganze Zahlen sind und außerdem a <0 ist. 

Wir wollen jetzt die Lösungen ‚unserer Differentialgleichung kennen- 
lernen, wenn m und r beliebige komplexe Zahlen sind und auch v als kom- 
plexe Funktion der komplexen Veränderlichen & vorausgesetzt wird. Wir 
haben eben gesehen, daß sich diese Differentialgleichung in der Gestalt (3) 


schreiben läßt, wobei aber jetzt a und 5 beliebig sind und nur c= an 


ist. Im folgenden wollen wir auch von dieser Bedingung absehen und die 
Lösungen der Differentialgleichung (3) bei beliebigen a, b, c untersuchen. 
Wir setzen an 


(4). w— 3, Az". 
Damit ergibt sich 
2(1—2) V (A+n) A+n—1)A, +2 
n=0 > 


+[e—(a+5+1)2] V (A+n)A,"'T—ab )/ A," =0, 


N=V n=0 
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somit durch Koeffizientenvergleichung 
— A+n)A+n— DA, t+A+R+DA+tn) A; 
el) A+n)d„teA+n+1)A,,,—abA,—= 0 
oder 


[(A+n)(a+b+i+n)+ab]d,=(A+n+1)Atn+e)A,rı 


. oder 
_la+i+mMb+r+m) 
(5) Ausı TI Lirn ((+A+n) 


Für das Glied niedrigster Ordnung 2*"" liefert die Koeffizientenvergleichung 


\A—1+c0=0, 


Auernach A=0 oder A=1-—.ec. 


Die mit =, den Koeffizienten (5) und A, —1 gebildete Reihe nennt 
man hypergeometrische Reihe und bezeichnet sie nach GAuss!) mit 


Sala +1) (a +n—1)b(b b+n—]) „ 
OB JUL IOD EEE NE nn 022 Tran La 2 
Der Name „hypergeometrische Reihe“ kommt zuerst bei WALLIS 2) vor. 
Über die Konvergenzverhältnisse wollen wir in der nächsten Ziffer berichten. 
Damit diese Reihe nicht sinnlos werde, darf c keine negative ganze Zahl 
und auch nicht Null sein. Sie ändert sich nicht, wenn man a mit b ver- 
tauscht. Für ihre Koeffizienten stellen wir noch fest 
(7) lim 
| Nn>+%X n i 
Für A=1-—-c erhält man aus (4), (5) und (6) die Lösung 

2° Fla—c+1l,b—c+1,2—c2). 

Die Differentialgleichung (3) nennt man auch die hypergeometrische 
Differentialgleichung, ihrg Lösungen hypergeometrische Funk- 


tionen. 


9. Konvergenz der hypergeometrischen Reihe. Wir wollen im fol- 
‚genden die Konvergenz der hypergeometrischen Reihe untersuchen. Zu 


diesem Zwecke beachten wir folgendes: Liegt die Reihe en u, vor und 


Un+1 


<g< 1 für alle n>N, so sind die Glieder = Reihe. B> Ka 


n=N+1 


zu 


nicht größer als die entsprechenden Glieder der Reihe |uy .ı| B3 g”. Da diese 
n=0 


1) C. F. Gauss, Gott. comm. rec. 2 (1813) oder Werke, Bd. 3, 8. 123. 
2) J. Warrıs, Arithmetica infinitorum (1656). 
Lense, Mathematik. A, Bd. 23. 8 
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Reihe als geometrische Reihe wegen qg< 1 konvergiert, konvergiert auch 


‚die Reihe. > ım|. Hängen die Reihenglieder noch von irgend welchen 
n=1 
Veränderlichen ab, q dagegen nicht und ist außerdem u,,, beschränkt, 


so konvergiert die Reihe gleichmäßig in bezug auf: diese Veränderlichen. 


Ist |w,,,| > !%,| > 0 für allen > N, so divergiert die Reihe )) u,, 
n=1 
weil dann- die «, nicht gegen Null streben. Ist aber lim |."+l = 1; 
n>+n! 


'so hat eine genauere Untersuchung einzusetzen. 


Wenn es in diesem Fall eine positive Zahl e gibt, so daß 


Un+1 
U 


gl er: 


(1) lim ne 


> +0 N 


ist, dann konvergiert IH „|. Wir vergleichen nämlich unsere Reihe 


n=1 
mit der Reihe > v„, wobei v, —n 2 ist. Es ist für allen > 2 
n=1 
Sie, 1+ 2 
Un 1 2 2 1 
(2) (14) =-1l1— —— + — (...). 


On N N n? 


Weil der Faktor von —, in (2) bezüglich n gleichmäßig beschränkt ist, 


erhält man 


daher .läßt sich wegen (I) eine Zahl N finden, so daß = m für 
n n 

alle a >.N ist. Die Glieder der Reihe |uy,,| + |uUyza| + |unısl 4° 

sind daher nicht größer als die entsprechenden Glieder der Reihe 


N+2 , Yn+3 YN+2 lunzı] 
a rege naar Otter), 
L 


d. h. aber y |®,| Konvergiert, weil y v„ konvergiert. Hängen die «, 


‚. noch von irgend welchen Veränderlichen ab, ge dagegen nicht und ist außer- 
dem uy., beschränkt, so konvergiert die Reihe gleichmäßig in bezug auf 
die Veränderlichen.\ z 
Wenn wir nun (8-7) beachten, ergibt sich folgendes: Ist |2| <gq<1, so 
konvergiert die hypergeometrische Reihe. Denn das Verhältnis zweier aufein- 
anderfolgender Glieder ist in diesem Fall für n> N wegen (8-7) kleiner als 
q(1-+n), wobei n eine beliebige positive Zahl ist. Wählen wir also z. B. 
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n< . so ist g(1+n)<1l und damit die Behauptung bewiesen. Die 


Reihe konvergiert gleichmäßig in bezug auf a, b, c, sobald a, b, c beschränkt 
und im Bereich für c die negativen ganzen Zahlen und Null durch kleine 
Kreise ausgeschlossen sind. Denn dann kann man 7 unabhängig von 
a, b,c wählen, und |üy;ı| bleibt unterhalb einer festen Zahl. 

Ist dagegen |z2| >q>1, so divergiert die hypergeometrische Reihe. 
Denn in diesem Fall ist das Verhältnis zweier aufeinander folgender Glieder 


für alle hinreichend großen n(> N) dem Betrage nach größer als q(1—.n), 


wobei wieder 7 > 0 beliebig klein gewählt werden kann, z.B. also n< — s 


so daB g(1—n)>1 ıst. 


Ist aber |2| =1, so ist das genannte Verhältnis für alle genügend 
großen n 
atn-1)b+r-—-1]| | e—1|- 
De ran nn 


as 


Zerlegen wir a, b, c in ihre reellen und imaginären Teile: 


a=a+tia”, b=b ib’; c=cd-+ic”, 


so wird (3) 
| et en +b’— c 4 
A ,e®+b—- ed 12, fa’+b’—enN 1, 
-|/| 1, He) Bat) 
’—-c‘—1 1 
1er, 
d. h. die hypergeometrische Reihe konvergiert für |2]|=1, wenn 
Ra+b—c)<0 | 


\ 

ist, und zwar gleichmäßig unter den früheren Bedingungen für a,b, c, 
sobald R(a+b—e) < —6 (6>0) ist. Die hypergeometrische Reihe ist 
also im Falle der gleichmäßigen Konvergenz eine analytische Funktion 
von a, b, c, 2. 


10. Integraldarstellung der hypergeometrischen Funktionen. Wir wollen 
jetzt versuchen, Lösungen der hypergeometrischen Differentialgleichung 
durch ein bestimmtes Integral darzustellen. Wir setzen an 
(1) v— (ATI ei)’, 

‚wählen für die im allgemeinen unendlich vieldeutige Funktion des Inte- 

granden einen bestimmten Zweig und erstrecken das Integral auf einem 

beliebigen Weg, der nur. über reguläre Stellen des Integranden führt. 
5* 
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Es ist d 


dw 


—=b[r(il— 


eat at) did, 


x 


bb +1) [rt etz)? i, 


somit die linke Seite der hypergeometrischen Differentialgleichung 


[Era te) +1)2(1—2) 8 
+[e— (a +5b+1)2]t(1—zt) —a(l —zt)?} dt 
db [rt — etz)? —c+1)2t? 
+[lc+(a—b—1)2]ti—a}d 


—b [1 (1-2)! I-54 Zu )at 


= —b [1 YA — 


ı TISı Io” 
zn (1 — 1)" (1 — zit) !]dt 


_—  [Zeu — 171 — zt) dt. 


— — be ( 1-1 


He 


Ende 
Anfang ' 


Wenn also t*(1 —1)"*(1—zt) "PT oder #11 — 1)°°"1(1—zt)?, d.h. 
der .Integrand von (I) im Anfangs- und Endpunkt des Integrationsweges 


denselben Wert annimmt, ist das für w angesetzte Integral eine Lösung 
der hypergeometrischen Differentialgleichung. Diese Bedingung kann man 
durch eine passende Wahl des Integrationsweges zu erfüllen versuchen. , 


11. Berechnung von F(a,b,c,1). Im Anschluß an die vorige Ziffer 


betrachten wir 
1 


(1) fa) = [ra Nette) dk, 


0 


‚Abb. 11. 


wobei wir X(c) > &(a) > 0 voraussetzen. 
Ferner schließen wir die auf der reellen 
Achse gelegenen Punkte 2> 1 dadurch 
aus, daß wir diesen Teil der reellen Achse 
in einen beliebig schmalen Streifen ein- 
schließen (Abb. 11). Wird außerdem der 
Punkt z2= oo durch einen entsprechend 
großen Kreis ausgeschlossen, so ist in dem 
übrigen Teil B der,2-Ebene und für Oo <t<1 
der Integrand eine analytische Funktion von 
z und i. Das Integral konvergiert gleich- 
mäßig bezüglich 2, denn der Betrag des Inte- 


granden ist für O<t<ö bei entsprechend kleinem 6 kleiner als Kit @-1, 
wobei K eine von z unabhängige, feste, positive Zahl bedeutet, die aller- 
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ö 
dings noch von a, b, c abhängen kann, der Betrag von J daher kleiner als 


R(a) 
gr a Für 1—-ö6<t<1 dagegen ist der Betrag des Integranden kleiner 
1 ER (c-a) 
als K(1—1)*-«-D, der von f daher kleiner als X ———. Das Inte- 
es R(c—a) 


gral ist also eine analytische Funktion von z, wenn wir die Werte z>1 
ausnehmen. | 
Liegt z im Intervall 1—e<z2<1 mit entsprechend kleinem posi- 
tivem &, so ist der Integrand stetige Funktion von 2 und t für 0<t<1. 
Das Integral konvergiert gleichmäßig bezüglich 2, falls wir noch 
&(c—a—b)>0 voraussetzen. Denn für O<t<ö ergibt sich wieder 
R (a) 
der Betrag des Integrals kleiner als K Sr ; 
ist wegen 1—t<1-—-tz2<s1-— (1—e)t der Betrag‘ des Integranden 


dagegen für 1-ö<st<1 


1 
kleiner als K(1—t)*-0-d-V nei R(b)> 0, also der von f kleiner als 


R(c-a-b) 
En ‚ bei X(d)< 0 aber der Betrag des Integranden kleiner 
m i 1 , ER (c-a) 
als K(1— t)*(ee=D, daher der von f kleiner als K Rc-a) Das Inte- 


gral ist demnach noch stetig in 2=1, falls sich 2 auf der reellen Achse 
dem Punkt 1 von kleineren Werten her nähert. 
Nun ist 


ja-19 [14 5426488 nr 


bei beliebigem positivem & für 0<t<1, 2|<1—-6 ((<6<1,), falls 
n größer als eine bestimmte Zahl N ist, die nur von e, aber nicht von t 
und 2 abhängt, somit nach (1) 


io jrra- pe °- a4 8 u). 


e.: 
” f en <e fra grte-ans dt 
0 | 0 . 


<e 


oder nach (7-1), (7:8), (41), = 
fe) = Bla, e-a)+ 3° mr DIE area 


n! 


__ Ta) DP(c—a) I(c—.a) b(b-+1 a 0-1) I(a+n)I(c—a) „ 
ur 75) +3 Tcc+n) * 
I'‘a) I (c— 


ne ee b, 6,2). 
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Es ist daher 


1 
(2)  F(a,b,c,2) = rl pe — ya ze. 
Ö 
Wir haben damit die durch die hypergeometrische Reihe im Einheitskreis 
dargestellte hypergeometrische Funktion analytisch über die ganze Ebene 
fortgesetzt, das Stück der positiven reellen Achse von 1 bis + oo ausge- 
nommen, allerdings unter gewissen Beschränkungen für a und c. 

Weil die Reihe Fa, b,c,z) gemäß Ziffer 9 noch für z2=1 wegen 
La +b—c)<O konvergiert, können wir nach dem ABELschen: Grenz- 
wertsatz (1-57) mit 2 auf der reellen Achse den Grenzübergang nach 1 von 
kleineren Werten her vornehmen und erhalten aus (2), (7:I) und (7:8) wegen 
der Stetigkeit des Integrals 


1 
ER I‘(c) ER a—1 __gne-a-b-1l 
F(a,b,c,)= 7, rem! de) di 
Te) T(e) P(c— @«— b) 
—Tla) T(c— a) a I(c—a)IT(c—b)' 


Da F(a,b,c,1) gemäß Ziffer 9 a Funktion von a, b, c ist, gilt 
(e) le —a—b) 
earon 
solange beide Seiten der Gleichung analytische Funktionen von a, b, c 
sind, d. h. unter den Bedingungen: R(a a b—c)<0 und c ungleich einer 
negativen ganzen Zahl oder Null. 


(3) F (a,b, c, )=- 


12. Umformungen der hypergeometrischen Reihe. Führen wir in (8-3) 
statt w die neue Veränderliche 4 durch 


(1) w=(1—:2)""°u, 
© =--(-0- larger, 
a? -u-b- c-a-b-14 
5 = (ea —b) ((—a—b— 1) (1— 2)? u— 2c—a—b) (1-2)? E 
| c-a-5 du 
+(1—2) Fr2 


ein, so erhalten wir für u die Differentialgleichung 
deu du u: 
212): + le — (?2c—a—b-+]1) 2, > (— a)(c—b)u=0. 
Diese Gleichung hat nach Ziffer 8 die Lösungen 
w=F(l-—a,c—b,c,2) und w=z'""F(1l—a, 1—b, 2—c, 2). 


Die beiden Lösungen sind für c=+1 voneinander linear unabhängig, also 
muß, da u,— (1— 2)**?-* F(a, b,c,z) nach (1) eine Lösung ist, u; eine 
Linearkombination von u, und u, sein. Ist nun c keine negative ganze Zahl ° 
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und auch nicht Null, so ist 2=0 eine singuläre Stelle von v,, dagegen regu- 
läre Stelle von u, und u,, so daß für die Linearkombination vw, ausscheidet 
und daher u, und .u, proportional sein müssen.. Durch Vergleichen der 
konstanten Glieder erhält man 

: (2) F(a,b,c,2)=(1—2)"’Flc—a,c—b, c, 2). 

Da F(a,b,c, 2) analytisch von a, b, c abhängt, gilt"diese Gleichung für alle 
Werte von a,b, c, 2, für die beide Seiten überhaupt einen Sinn haben. 


Führt man in (8-3) statt 2 die neue Veränderliche x = ein, so 


hat man 2 n 
eg 
dx 1 
a pm Te 
dw ‘dw Bw dw dw 
ENT ne AI ie RS 414 aw,, __413 
dz = dx (x 1) 9 der 728 (x 1) + 2 dx (x 1) R) 
daher 


1 E+ le Ule+a+b—c- Val —abw=0. 


Wir setzen jetzt noch 
v=(1—-2.) "u=(1—x)w, 


= als tat, 
dew _ + 
Ta yA- ru 2al— at +l— m m 


und erhalten 
ee ne _b)u—0 

ul) + le-(@+e—b+ NE] —ac—b)u=0. 
Nach Ziffer 8 ist F(a, c—b,c, x) eine Lösung dieser Differentialgleichung. 
Es muß daher | 
(3) w = (1 = 2)” F (a 0 b, C, Si 
eine Lösung von (8-3), d.h. in der Gestalt 

w= AF(a,b,c,2) +Bz!"F(a—c+1,b—c+1l,2—c,2) 
darstellbar sein. Ist c keine negative ganze Zahl und auch nicht 0:oder 1, 
so ist z = 0 singuläre Stelle dieser Funktion, falls B-+ 0 ist, aber reguläre 
Stelle von (3), daher muß hier B=0 sein. Für z= 0 erhält man dann 
A=]1, somit 
(4) F(a,b,c, =D rlac—b, C, —- 
Nach entsprechenden Überlegungen wie bei (2) gilt diese Gleichung für 
alle Werte von a, b, c, z, für die sie überhaupt einen Sinn hat. 
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I)  _ gr ums 2 uns II 


0-94) Io) (4—-9--)wusozus— (—)zus (w—o)zus 0 —q+9),7(@)I 


(q— 2) x urs (D — 9) x us 


Be mu u en Due __ MW 
[ee Zee Zeus]. . — oyausonuge — 079 +7 Ol 


FR T+24-?-NTP-DIP-PHNMIP-AHTNIQ@-NI®— o)I | —g 
P-4+2 + DIa-P- IP -DINT-P-2+NMIP-4+DI@A-NLPE-N\N@-NMI®-DıI 
. (d.4) uUoA off ur 19po 


A-NATP-NT_ 
(—-9—9)1()T 


T>P)R ıny uuep yep 0=2 


Mad En EX Eu Zt El Dec EU Zr 2 el Zt [ 


.A-NTPR-NI_ 
9 —9),17)T 


0>0—-4+9x my (E-II) yoeu usypeyıo pun T=2 IsIonz IIM U92998 ‘uowunsoq nz g pun y ug 
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Man erhält daher die Gleichung 
Te) I(c— a—b) 
 Tte—-a)I(c—b) 
an.) 
I'‘(a) I'(b) 
Wie bei (2) und (4) gilt sie für alle Werte von a, b, c,z, für die sie über- 
haupt einen Sinn hat. 


5) Fiab,c,2) F(a,db, 1ta+b—c,1-—2) 


(1-2) PFlc—a,c—b,c—a—b+1,1—2). 


Br 13. Kugelfunktionen als hypergeometrische Reihen. Viele der im ersten 
Teil für die Kugelfunktionen erhaltenen Entwicklungen sind hypergeome- 
trische Reihen. Z. B. lautet die Formel (I, 13-3) 


1:35. (2On—1)f;, n-2 nn —1)(n—2)( Nn— 93) ın- 
1) Pd = ———  — [e- en: EI on Der an | 
(On)! ; n Ii—-n 1 e 
te Pl-2,9 3% a): 


In diesem Fall ist c niemals eine ganze Zahl, a negativ ganz oder 0 für ge- 
rades n, b negativ ganz oder 0 für ungerades n, d.h. die Reihe bricht ab, 
wie es ja sein muß, da P„(£) ein Polynom in £ ist. 
Die Formel (I, 33-2) lautet in unserer Schreibweise 
n! 1 n+il)(n+2) 1 
a) <a mrolentsenrg 
SET RÜI EST EA Ben 
9-40 n +3) ent) zus 
Mm 1 ( +1 n 
(an +]1)! en+1 a 


+1 2n+3 3) 


9 5) ’ &2 . 
In diesem Fall sind «a, b, c > 0, die Reihe bricht nicht ab und konvergiert 
für |&]| >1. 

Die Lösung .u, der Differentialgleichung (I, 38-1) die den Formeln (2) 
der genannten Ziffer entspricht, ist 
n+1 


WW ebE 2 F(S,n+1, n+2 5 2), 


die den Formeln (3) entsprechende Lösung w, . 


Ug —y2 ’r(5- —ın, —n, 2) 
Im ersten Fall sind a, 5, c, > 0, die Reihe bricht nicht ab und konvergiert 


für |2|<1, d.h. man erhält gemäß den Formeln der genannten Ziffer 


92n+1 (n! 


9 2,0 an ee "rl R+1,n+3, (e-Ve-i]], 
wobei für Ve — 1 derjenige Zweig zu nehmen ist, der für £>1. positiv 


ist. Die Reihe konvergiert für [€ — Ye — -1 <]1. Die Grenze des Kon- 


124 II, $ 2. Hypergeometrische Differentialgleichung. 


vergenzbereiches ist also durch 

IE VYe—il —1 oder €- J@—-1=c'?, 
d. h. durch £=c0os9 mit reellem 9 gegeben. Das ist aber das Stück der 
reellen Achse zwischen —1 und +1, d. h. die Reihe konvergiert in der 
ganzen £-Ebene, ausgenommen das Stück der reellen Achse zwischen —1 
und +1, die Endpunkte eingeschlossen. 
Im zweiten Fall ist c nie eine ganze Zahl, b negativ ganz oder 0, d.h. 
die Reihe bricht ab in Übereinstimmung ‘damit, daß die entsprechende 
Lösung P,(£) für passendes c, darstellt, nämlich gemäß der genannten 
Ziffer 


! _n 1 | 1 Fr 
De Te" rl m 5m (f-VP<1)]. 
Für die Gleichung (8-3) haben wir die beiden Lösungen F (a,b, c,2) und 
Ze F(la—c+1,b—c+1,2-—ec, 2) 


erhalten. Setzen wir für a, b, c, zihre Werte aus Ziffer 8 ein, so ergeben sich 


F (mn, ent = 


und 
1— 8\-m . i Lo 
| >) F(-na+l,1-m, >). 
daher als Lösungen für (8-1) 
(5) a a m+1,52), 
= ) Fl n+1, 1—m, 5) 


Für0O<m<n(m,n ganze Zahlen) ist a < 0, c> 0 bei v,, die Reihe bricht 
ab, stellt also gemäß (I-43) bis auf einen Faktor D”(£) dar, da v, keine 
logarithmischen Singularitäten in &=-1 hat; bei », ist a<(, e< 0 
und |a| > |e| für m +0, d. h. die Reihe ist unbrauchbar. Für m = 0 
fallen beide Reihen zusammen. Die Reihe für v, bricht mit dem Glied 


| u ab, der betreffende Koeffizient ist 


(m — n) ('m— na+1(-D(m+nr+1d)(m+n+ 2) "2n 
(mn — m) (m +1) (m+ 2)‘ 


—_ nm m!(2n)! 
al Ann 


m!(?2n)! | 
Fern m ne 
Er in P(®(E) dagegen ist nach (1) 
(n)Inn—1)-- (n-m+d) {(2n)! 
2° (n})? IM yllm — m)!’ 


E""" hat daher den Koeffizienten : der Koeffizient von 
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also haben wir v, mit 


(2 n)! rm t4m!_ (m + n)! 


DR m! (n— m)! m!(2n)! DM (n — m)! m! 


“ 
— 


zu multiplizieren, um P” (£) zu erhalten. Es ergibt sich somit 


(6) OS m 1° Flm-n, mta+1, m+1,52). 


n — m)! m! 
14. Umformung der Differentialgleichung der Kugelfunktionen. Ähn- 
lich wie in Ziffer (1-38) wollen wir auch die Differentialgleichung (8-2) 


umformen, d. h. wir setzen mit positivem Y &—1 für &>1 


(2) s= (£- J@-1)°,° 
Vo=&-VRZ1, —=EHVR-1, 
el, Zee 
=, (Vet) re En 


ds As dis 8s(s—3) 

de s—1’ d® (s—1) 
dw dw 4 dw dw 169 dw 882(s—3), 
dE ds s—1’ de ds? (s—1% Id (s—1)8 ’ 


daher geht (8-2) über in 
| de 1 3 
2) SU) +s >— m — (m r 5) s| 


dw 
ds 


(nm) n+m+1) d—-)w=0. 


Nun setzen wir 
1 


(3) w=s U, 
dann wird aus der Differentialgleichung (2) nach leichter Rechnung 


a sat r+2)(Rr+2m+2)]& 


BE, Im+5)u=0. 
Das ist aber die hypergeometrische Differentialgleichung mit 
1 
10ı— m + 92 9 
b=m+n-l1l, 


e=n+2. 


126 II, 8 2. Hypergeometrische Differentialgleichung. 


Sie hat somit nach Ziffer 8 die Lösungen 


u—F(m+35; mtn+i,nt+>, s). 


(5) | ne 
a Flm—n,m+3,5—n. s): 


daher ergeben sich für w die Lösungen 


ee 
(6) Mu 

es "Flm-n, m +5 —n, s). 
oder, wenn wir 
(7) [=:+ u 


einführen, für die Lösungen v der Differentialgleichung (8-1) 


— {7 Imtmtl) (ER _ 2° "pr (m+4,m+n+1, n+2, 3). 
(8) m 
= TEN? Fr lm+z. mon, 3m a). 


Die Reihen konvergieren für |Ü| > 1. Beschränken wir uns auf die Werte 


von m und n, die für D”(£) und D(£) in Betracht kommen, so sehen wir, 
Mm 


daß v,(& — 1) 2 im Unendlichen von der Ordnung £&-*+”+D verschwindet, 


m 
während »,(&®—1) ? dort von der Ordnung £"”"* unendlich wird; ®, 
stimmt also gemäß Ziffer (I-43) bis auf einen konstanten Faktor mit D(£) 
überein. Es ist a, D c‚>0, die Reihe bricht nicht ab. D,(&) De 


nach Potenzen von € 1 geordnet, gemäß (I, 33-2) mit mE a 


-(2n-+]1) ur 
DI”) (£) daher mit 
—D"n!n +) (n +2): (mn +m _(-D"2"n!(n + m)! 


1-:3--»- nem (2n I 1j1grtmil 5 
die Reihe für v(— sy 2% wegen C=£+ Ve 1 = 2: — 5. it 
1 | 
on +m+1gn+m+1? somit 1st 


7 


0) = germen ge — 1)2 


x ne m+n-+]1, +52). 


In der Reihe für v, ist c nicht ganz, dagegen b negativ ganz oder 0, sie 
bricht daher ab. v, hat somit keine logarithmischen Singularitäten und 
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ist infolgedessen nach (I- 43) proportional PF(&). P,(E) beginnt, nach 


Potenzen von & geordnet, gemäß (I, 13-3) mit 1:3: rn pP) (E, 
daher mit 
1-3: (2n—1) nm __ (Am)iErm 
(rn — m)! Mn! (m — m)!’ 


die Reihe für v,(& —1) ? mit Mm arm somit ist 


(10) PRO = na man? 


92n- My! (n | 
x F Im+5 + ’ —n, 2 — N, &) s 
& 3. Kugelfunktionen mit beliebigen Zeigern. 


15. Doppelumlauf. Um zu einer. Definition der Kugelfunktionen mit 
beliebigen Zeigern zu kommen, gehen wir von der Differentialgleichung (8-2) . 
aus, wollen aber u und » an Stelle von m und n schreiben, um anzudeuten, 
daß es sich nicht um positive es Zahlen handelt, also von 

dw 
DO A-E-Hut Dee + m)et+at+l)w- 
Wir setzen, geleitet durch (I, I4-I), 
(2) w— (1) (2) "Pic 
an, wobei das Integral wie in Ziffer 10 über eine noch zu wählende Kurve O, 
erstreckt werden soll. Dann ist | 


et n [era td, 


dw 


za ettatdot+R+Da [Re VE", 
somit 

AI Mat Ve + mMo+u+Nw 

= [eye lo tut Detnt+U-2) 

— Mut) o+a+Dzt-)+P— Wo +u+1) (t—2)2]di 

= +a+D) [ed o— RR 2W tl ie+r+u+2]d 


tur [eye] 


= ++ [eV - 22 In [rt 2) 2]c 
=#+u+1 [Ze a r2jd 
= + a +) — 1 (2) 


Anfang 
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Der Integrationsweg (, sei die in Abb. 12 gezeichnete Kurve: Er be- 
‚ginnt in dem Punkte «a der t-Ebene, der auf der die Punkte 1 und 2 verbin- 
denden Strecke liegt, umkreist zuerst 2 und dann 1 im positiven, hierauf 
beide Punkte in derselben Reihenfolge im negativen Sinne und endigt 
wieder in a. Von den drei singulären 
Punkten +1, z des Integranden soll 
bei jeder Umkreisung nur der be- 
treffende Punkt umlaufen,; die beiden 
übrigen außerhalb liegen gelassen, 
die reelle Achse von —1 bis — oo 
nicht getroffen werden. Wir wollen 
einen solchen Weg als Doppelum- 
lauf um die Punkte z und 1, aus- 
gehend vom Punkte a, bezeichnen. 


Derartige Integrationswege wurden 
Abb. 12. von POCHHAWMMER!) eingeführt, 
zur Definition der Kugelfunktionen 
mit beliebigen Zeigern von HoBson?) benützt. (?— 1)’ *!(— 2)”"#? 
nimmt am Anfang und Ende des Weges denselben Wert an, das Integral (2) 
ist also infolge (3) Lösung der Differentialgleichung (I) und verschwindet 
wegen der Mehrdeutigkeit des Integranden nicht identisch, falls u und » 
keine ganzen Zahlen sind. 
Wir haben nun die Zweige des im allgemeinen unendlich vieldeutigen 
Integranden anzugeben, die wir in (2) benützen wollen. Es sei, 
— n<arcz<-+tn, 
— n<arcr@+l)<Htn, 
—n<ar(atl)<-tn, 
also arce<—1)=«, arc(«+1)=Pß (Abb. 12), ferner am Beginn und 
daher auch am Ende des Integrationsweges 


are(t—1)=a, arcr(tt+1l)=ß, arc(li—2)=a—n. 
Die im folgenden oft auftretende Funktion (2? — 1)? ist danach ein- 
deutig in der längs der reellen Achse von 1 nach — oo aufgeschnittenen 
z-Ebene. Diese Festsetzungen über die Winkel von 2 und 2 +1 sollen 


im folgenden immer beibehalten werden. 


16. Berechnung der Integrale. Wir bilden nun die i-Ebene durch die 
Gleichung t— 2 =(2— 1) (u— 1) auf die u-Ebene ab. Die Strecke 1z 


1) L. POCHHAMMER, Math. Ann. 45 (1890) 470, 495; 36 (1890) 84. 
2) E. W. Hosson, London Phil. Trans. 182 (1896) 443. 


16. Berechnung der Integrale. 129 


geht dabei in die Strecke 01, der Punkt a in einen Punkt a’ dieser 
Strecke 01 über (Abb. 13). Aus der Kurve C, wird der in Abb. 13 ge-” 
zeichnete Doppelumlauf C) um die Punkte 1 und 0. Ferner ist 


i-l=@—1)u, t+1=@—1)u+2, 
somit am Anfang und Ende des Integrationsweges 
(X) arcu—(, are (u 1)=—n. 
Setzen wir | 2 — 1|<<2 vor- 
aus, so können wir bei fest- 
gehaltenem a bzw. a’ die 
Kurven (, bzw. 07 so eng 
um die Strecken 12 bzw. 01 
zusammenziehen, daß auf 
den Wegen fortwährend Abb. 13. 


zu 


ui<i 
und ' 4 
BERERNI 7 4)|<r 


ist; dabei ändert sich das 
Integralnach dem CAUCHY- 
schen Satz nicht. Z. B. 
können wir für C\ den in 
Abb. 14 gezeichneten Weg Abb. 14. 
annehmen; die Abbildung 


ist so zu verstehen, daß die zur reellen Achse parallelen Teile des Weges 
mit dieser zusammenfallen sollen und die übrigen kleine Kreise um die 
Punkte 0 und 1 sind. 


Damit ergibt sich die Entwicklung 
2) [e- Ve Jrrtd 
c 
= (2 — 1) (wW[2 + (@— 1a (w— 1)" Pntdu 
4 


- 221) fe (wel {1475 u)'a 


’ (2 — 1) i (u— 1)" Pidu 


ge Zn 2 FI SIEBEN 


jr 
, 
C 
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Wir wollen nun die Integrale unter der Voraussetzung 
&P+1>0, 

e (ir-mzı 
auswerten. In Übereinstimmung mit (I) setzen wir are (1—u)=0in a’ 
'am Beginn von 0. Lassen wir die Halbmesser der kleinen Kreise um die 
Punkte 0 und 1 gegen Null streben, so konvergieren zufolge (3) wie in 
(I-16) die betreffenden Bestandteile der Integrale ebenfalls gegen Null, 
und es bleiben nur die über die geradlinigen Teile des Weges erstreckten 
Integrale übrig. Berücksichtigen wir noch die bei den Umläufen um die 
Punkte 0 und 1 auftretenden Änderungen der Winkel um 2, so erhalten 
wir mit Hilfe von (7-1), (7.8), (4-1), (4°4) 
(4) [w*” (u nz dal lu Pl u f wrr(l =) du 

Ö! €; 
en TER) Bo+n+1, —v— u)I1-— e rote) + ezirin-u) _ ER) 


== ei”e+n) De on a [ee + m 


ee] I'(v +n+]) I-r-u) 
In—-u+) 


— 4eib+m) sin z(v a n+1)sinz(v-+ u) 

Sa dee Le eh u) BE ee) 
1—-u)(2— u) (nr —- WI(I1-—- u 

dar anzncann. P+DE+9: Pe +) Te+DT(u) 

— de sın rv sın JU U (- 1) 2-n)-" Rn -u)Io+ta+]l 


und 
v -v— u-i1 en inv in $ I'w 25 1) I(u) 
(5) a (u— 1)” du=4e""sinnv EURE TS 


Aus (2) wird daher mit (8-6) 
6 fe—ı1r (da) id 
C 
— Jr er sin nv sin ru Pe (2 — 1)=# E 4 
Eee EL SE EB ZT nn 
2 n!1—-W@2-—- u (n— m 2 | 


n 


ni en) @- Der, v+1,1—u, >) A 


Diese Gleichung gilt nach den Regeln der analytischen Fortsetzung, so- 
lange beide Seiten analytische Funktionen von », u, 2 sind. 


Für u=0 ergibt sich wegen /'(u) sin un = Bon und /(1)=1 


mn fe-ıy = Pr ads, +11, =) j 
C 


3 
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17. Definition von P}(z) für beliebige Zeiger. Nach (13-6) ist für 
ganze n > 0 


P,@=r(—n, „+11, 7). 


Wir werden also P,(z) für beliebige v, indem wir die Schreibweise von 


MAGNUS-ÖBERHETTINGER (M.-O., S. 75) verwenden, durch 


oe Imv 
(= — — [(t—-1Pe—2)>7!d 
Cı 


definieren, ferner P”(z) für beliebige v und ganzzahlige m > 0 wie in 
(I-43) durch 


=D’ Pe) 
Aus (I) und (4-I) folgt daraus mit m—=Uu 
u 
I EEE ARE Bu 2 1)? [1 — ui 
2 Pen en AD [ee ertae, 
0, 


Diese Formel verwenden wir nach HoBson (H., S. 188) jetzt ebenso als 
Definition von PD (z) für beliebiges v und u. Weil das Integral der Differen- 
tialgleichung (15-I) genügt, ist P(&) eine Lösung der Gleichung (8-1). 
Aus (2) erkennen wir auch, daß p* . analytische Funktion von v, u, 2 
ist. Als Funktion von z ist P#(z) eindeutig gemäß Ziffer 15 in der längs 
der reellen Achse von 1 nach — oo aufgeschnittenen z-Ebene, für z<1 
noch nicht definiert; die singulären Stellen sind +1 und oo. Als Funk- 
tion von u und » soll P“(z) nicht näher untersucht werden. 


Aus (2) und (8-6) erhalten wir mit (4-4) 


ne 
1 z+1\2 14 
(3) Pe mialn) Fon vH, l—u, >): 
D* (2) stimmt also bis auf den Faktor mn mit v, in (I3'5) überein. 
D,(@) (u=9) a an (3) im Punkte 1 regulär. Ferner zeigt (3), dab 


pP} @) und P,*(z) linear unabhängig : sind, wenn u keine ganze Zahl ist. 


Für nn u=m können wir den Integrationsweg (\, in Formel (2) 
vereinfachen. Es sei nämlich I, der Wert von f (?— 1’ (t—2) "eridt, 
wenn wir längs einer Kurve integrieren, die von a ausgeht, den Punkt 2 
im positiven Sinn umläuft, dabei die Punkte +1 nicht umschließt und 
nach a zurückkehrt. Am. Beginn des Umlaufes in a soll derselbe Wert 

Lense, Mathematik. A, Bd. 23. 9 
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genommen werden, den wir in Ziffer 15 beim Beginn des Weges C, in a 
vorgeschrieben haben. Ebenso sei I 0. der Wert des Integrals, wenn wir 
in entsprechender Weise den Punkt 1 umlaufen, dabei die Punkte —1 
und z außerhalb liegen und am Beginn des Umlaufes in a wieder denjenigen 
Wert des Integranden wählen, welchen wir in Ziffer 15 am Beginn des 
Weges C, in a vorgeschrieben haben. Nach dem CAucHxschen Satz ergibt 


N 


sich dann 


fe-1yt-J)"""d=L+4+Le"er — Le” —1,. 
Ke 
Die Glieder der rechten Seite erhält man in folgender Weise: I, ist der 
Wert des Integrals, wenn man z im positiven Sinn umläuft. Würde gleich 
darauf der Punkt z im negativen Sinn umlaufen, so erhielte man —1/;; 
weil aber vorher noch der Punkt 1 im positiven Sinn umlaufen wurde, 
hat der Integrand noch den Faktor e’‘”” angenommen. Ähnlich ist das 
letzte Glied zu erklären: Der positive Umlauf um 1 liefert I, Bee), 
weil vorher der Punkt 2 im positiven Sinn umlaufen wurde. Bei sofort 
darauf folgendem negativen Umlauf des Punktes 1 würde man daher 
— I, e”"”#+”) erhalten; weil aber vorher der Punkt z im negativen Sinn, 
umlaufen wurde, hat der Integrand noch den Faktor e’'”(#+” angenommen. 


Ist u —m eine ganze Zahl, so erhält man dafür 


Le) er e—d) ei sin nv (2 — 1, (t—2) "td, 
C, 
wobei CO, die beiden Punkte z und 1 im positiven Sinn einmal umkreist, 
den Punkt —1 nicht umschließt und für den Integranden am Beginn 
des Weges in a die früher vorgeschriebenen Werte zu nehmen sind. Für 
ganzzahlige m folgt daher aus (2) 


:(‘ “ __t Zbp+m+D nn 3: 2 __4W(2__,\-r-Mm-1 
a en Re) fe 1 (d—2) di. 


C, 


Ist auhv=n> 0 eine ganze Zahl, so verschwindet I .„, und es genügt, 
in diesem Fall das Integral über eine den Punkt z im positiven Sinn um- 
kreisende Kurve zu erstrecken, wobei der Anfangspunkt a jetzt beliebig 
ist. Damit haben wir (I, 19-I) erhalten, wenn wir noch (I, 18-2) und (I, 43-1) 
berücksichtigen. 


Weil die hypergeometrische Reihe F(a, b, c,2) in sich übergeht, wenn 
man a mit b vertauscht, folgt aus (3) 


(5) Ppea)=PL,_,@- 
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Ferner liefern (3) und (12:2) 
er 
2. 


Pre Zn en ( 2" 1-u+», BEER En a 


is 
ns lee .: | >) 
F = —f 1, Ze 1, Zr 2 
lerrtben at 
v, in (13-5) stimmt also bis auf den Faktor EEE DER mit P7*(£) überein. 
u | 2rr(l+u) 
Schließlich ergibt (3) und (12-4) 
_# 
1 z—1 2 = 2—]1 
Pe = Tim a1 a) Fl a1). 
4 


Für die Konvergenz dieser Reihe ist natürlich = <1,d.h.&(z) >0 


erforderlich. 


18. Einfacher Umlauf. An 
Stelle desIntegrationsweges O, 
wollen wir jetzt die in Abb. 15 
gezeichnete Kurve C, wählen, 
die, ausgehend vom Punkte 0, 
zuerst den Punkt —1 im 
positiven und dann den 
Punkt +1 im negativen Sinne — 
umschließt, aber z dabei | Abb. 15. 
immer außerhalb liegen läßt. 

(2? —1)’*!(t—z)"”"#"2 nimmt in 0 am Anfang und Ende des Weges 
denselben Wert an, (15‘2) ist also auch in diesem Fall Lösung der Differen- 
tialgleichung (15-1). 


Außer den Festsetzungen über die Winkel von zund 2 + 1 aus Ziffer 15, 
an denen wir immer festhalten wollen, schreiben wir vor: 


arce(t—1)=n, arc+1)=—2r in 0 am Beginn des Weges, 
ferner arc(t—2)=arece@—1)—n ina und 2—-t=e"(t—2). 


Nehmen wir noch |2|>1 an, so können wir, ohne den Wert des In- 
tegrals zu ändern, die Kurve nach dem CAucHyschen Satz so eng um 
die Strecke (—1, +1) zusammenziehen, daß auf dem ganzen. Weg 


tl<|z]|, |are | l— al <z und (, spiegelbildlich in bezug auf den Punkt 
2 


0*+ 
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0 ist. Denn nach unseren Festsetzungen ist arc (1 — -) durch den Winkel 


o der Abb. 16 gegeben. 


Damit wird 
) S®—1 ea) ’rtd 
C, 
== ereturtl) zetrtD (a — 1 1 BR Fe. 
C;z 


— egrb+aHl) „2 P+u+) e- 1)” dt 
C; 


ayeye EZ 1) a 2) (9 - u— ” fen va 
n=1 : 6; 
Wegen der Symmetrie von CO, in bezug auf den Punkt 0 verschwindet 
f (2? — 1)’ t”dt für ungerades n und ist gleich 2 f (? — 1)’ t"dt für ge- 
Fu i | C; 
rades n, wobei das letzte Integral 
über die rechte Hälfte der Kurve (), 
zu erstrecken ist, die den Punkt 1 


umläuft. Auf diesem Wege nimmt 


_ 0 ——n) 
-1: 0 +1 


Abb. 16. Abb. 17. 


arc (£—1) von + bis —r ab. Durchlaufen wir diesen Weg in ent- 
gegengesetztem Sinne und nennen ihn dann C’, so wird das Integral 


gleich — h (2? — 1)’ ”” dt, wobei jetzt are (?—1) von —n bis + zu- 
GC’ 1 


nimmt. Führen wir u=t? ein, so erhalten wir — f (u — 1)’  2dı 
wobei das Integral nach dem CAucHYschen Satz z. B. über den Weg von 
Abb. 17 in der u-Ebene erstreckt werden kann. are (u— 1) wächst dabei 
von —r bis +. Wie in Ziffer 16 strebt das Integral über den kleinen 
Kreis um den Punkt .1 mit dem, Halbmesser des Kreises gegen Null, 
wenn wir Ri) > —1 voraussetzen, und es ergibt sich mit Rücksicht auf 
arc (wv— 1) für die mit der Strecke Ol zusammenfallenden geradlinigen 
Bestandteile 


: | | rk +5) Te+n 
B(e+,, +1) Ze +) = isn I — 
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(I), (4°I), (4-4), (4°5), (8-6) liefern dann 


2) [eek rt 
0; 


2ısinnv erbtetdTy +1) r(z 
2 
re +5) Zu 
++ NE HR+D ort 2b 5) 
—————— —— — — . . ——  .  — — . _—— Bunny 
k=-1 (em (+5) P+3). +#r 5) 
2 inw+url) 
__ Zı81nTVe I( +1 Yr 1 


r(s + 5) tert 


| 5 ö ö ö 5 
L er) re) 
= v+<-| (+ < v+k+-]z 
2 2 
23V; ,ire+u+)) <: 
_2Vrie | ee +5) 
T ( + 5) KIT 
und für u=0 | 
3) fe Ye 'd 
0; 
mi pireWHrl) a . 
_2Yrie Tor +41, gr, 5) 


u r(e+5) a 


Die Gleichungen gelten, solange jeweils beide Seiten analytische Funk- 
tionen von », u, 2 sind. 


19. Definition von D*(z) für beliebige Zeiger. Nach (13-2) ist für 
positives ganzzahliges n mit Hilfe von (4:3) und (41) 


nD u n! PH Key N 1, 5) 
(I) (2) 1-3 - + -(2n + 1)2."t1 or n +2, 22 
_ I(n+1) -F(3+1 Be u 3) 
1, (m + get" z i er 
2 2 2 
1 
r)r@+1 


$#+1) Fr) en) rn 
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Wir werden also mit Rücksicht auf (18-3) und (45) für .beliebiges v de- 
finieren 


in(v+]1) 
(2) SR N zig 


92+r; sin 71V 


und danach im Einklang mit (I, 43‘1) für positives ganzzahliges m 


e-ir(e+1) m gm 


TEE en? (eye 


isin nv de! x 
2 


ed) = 
oder mit Verwendung von (4:I) und u =m 
| Se) Tos F v_u-1 
3) OXed)= Sen, on EN =) de. 
Formel (3) benützen wir nach Hogson (H., S.195) jetzt, um DF(z) für 
beliebige Zeiger zu definieren, ähnlich wie wir (17:2) zur Definition von 
p“ (2) verwendet haben. Das Integral genügt der Differentialgleichung 
(15-I), also ist. 22% (z) Lösung der Gleichung (8-1). Zufolge (3) ist D#(2) 
analytische Funktion von », u,2, und zwar gemäß Ziffer 15 eindeutig 
in bezug auf 2 in der längs der reellen Achse von 1 nach — oo auf- 
geschnittenen: Ebene, noch nicht definiert für z<]1; die singulären 
Stellen sind +1 und oc. Als Funktion von v und u soll es nicht näher 
untersucht werden. | 
Wenn X&»-+1)>0 ist, können wir den Weg C, nach dem Vorbild 
von Ziffer 16 und 18 auf die Strecke (—1, +1) zusammenziehen; die 
Integrale über die kleinen Kreise um die Punkte +1 streben mit den 
Halbmessern dieser Kreise wegen RX» +1) > 0 gegen Null, und es bleibt 


gemäß den Festsetzungen von Ziffer 18 über die Winkel 
+1 


[e-1re-3rrtda=(-ei”t +”) [ (IB) rtd 


C. 1 
+1 
— 2, sinnv f (1—B’(—z) "id, 
-ı 


infolgedessen 
+1 


-iro+1) P(y 1 u ER EUER 
De) = eday: |a-® art 


et Pw+u+l > i ee 
— oltv ie en? [a-® 2 —1) id. 


Damit ist die Formel von ScHLÄILI (I, 34-1) auf m + 0 und beliebige n 
verallgemeinert. 


4 Na=- 
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(18-2) und (3) geben 

iu 
_ re" Pota+y@-n? 
re +5) zpturtl 


w 


Pier, tt, 432) 


sonach mit Hilfe von (122) 


— ,tiru u — = 
DT a ee er Hs, 5), 


ltr r(e+3) 2 2 22 
daher aus (4) und (5), wenn wir u durch — u in (5) ersetzen, 
6 ende) _ az 

Ib+u+1) I[b—-u+) 


Wie sich aus den Formeln dieser Ziffer und Ziffer 4 ergibt, ist D(z) nicht 
definiert, wenn u» eine negative ganze Zahl ist. 

20. Neuer Doppelumlauf. Nachdem wir in den Ziffern 15 und 18 den 
Integrationsweg um die Punkte 1 und 2 bzw. —1 und +1 herumgeführt 
haben, wollen wir ihn auch noch um die Punkte —1 und z in einem 


Doppelumlauf herumführen, den Punkt +1 immer außerhalb lassen, da- 


bei aber die beiden Fälle & (5) >0 getrennt behandeln (Abb. 18, 19). 


Abb. 18. Abb. 19. 


Die Festsetzungen von Ziffer 15 über die Winkel von 2, z +1, a+]1, 
{+1 und t—z werden beibehalten, die 2-Ebene ist längs der reellen 
Achse von 1 nach — oo aufgeschnitten. Der Weg CO, von Abb. 18 für 


A () >0 läßt sich also nicht stetig in den Weg C; von Abb. 19 für 


A B <0 überführen, da z die reelle Achse nur rechts von 1 über- 


schreiten kann. Die Integration möge jedesmal in einem Punkte 5 der 
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Strecke. (—1, +1) beginnen und endigen. Aus ähnlichen Gründen wie 
in Ziffer 15 und 18.ist (15°2) wieder Lösung der Differentialgleichung (151). 
Aus den Festsetzungen von Ziffer 15 über die Winkel in a folgt: 


. fü ; ai . . B . R 
ee Bu IE es in db am Beginn 
— st für (05 » 2» 9» „ 
are (dt +1)=0 für OF in b am Beginn. 


Wir bilden nun die 't-Ebene durch die Gleichung t+1=(+1)« 
auf die v-Ebene ab. Damit gehen die Kurven O# in einen Doppelumlauf C; 
um die Punkte 0 und 1 über. Man erhält | 


und 


Setzen wir 


entsprechend den beiden Fällen X (5) =0, so ist gemäß unserer Fest- 


setzung arc | =.) —=() am Beginn von O,, und wir können unter 


der Voraussetzung |2+1| < 2 nach dem CAucHxschen Satz den Integra- 
tionsweg Ü', so eng um die Strecke 01 zusammenziehen, daß er z. B. in 


den Weg von Abb. 14 übergeht und auf ihm fortwährend |? > = u <1 


und 


ae (1 _ u) = bleibe 
Damit erhalten wir 


d) [e-1ya— ara 
c= 

S 1 v 
— m ar een 1-3 .) du 


= 2er + 1)r ru 1)"menigu 
6% 


= | ie | 1\n Ä 
en BEN Se [era tan|. 


N! 
cz 


Die Verbiegung von C‘; in den Weg von Abb. 14 bedeutet ein entsprechendes 
Zusammenziehen von cH auf die Strecke (—1, 2). Dadurch wird am Be- 
ginn (also zwischen —1 und 2) are +1l)=are@ +1), d.h. arccu—=0 
und are u — 1) =are (t — 2) — are +1) = — rn. Setzen wir noch 
aäv+1l)>0 und RK(—-v—u)>0 voraus, so liegen zur Berechnung der 
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Integraie in der eckigen Klammer von (I) dieselben Verhältnisse vor: wie 
in Ziffer 16. Vergleicht man also (I) mit (16-2), so liefert (16-6) 


2) Se -1P etc 
os 


Zt ein rn on (e +1)" rl», v+1,1—u, 


, 
+u+]1l 


Dinv 


Beim Integrationsweg C, ist der Faktor e auszulassen. Die Gleichung 


gilt, solange beide Seiten analytische Funktionen von », u, 2 sind. 


21. Beziehungen zwischen den Integralen längs der drei Wege. Um die 
Beziehungen zwischen den Integralen längs der drei Wege O,, O,, CE 
aufzufinden, erstrecken wir 
[e@ — 1” ((— 2)"”"#7"dt längs 
der drei von 0 ausgehenden’ und 
dort endigenden Kurven um die 
Punkte +1, — 1, z von Abb. 20, 
wobei immer einer der Punkte 
umlaufen unddie beiden anderen 
außerhalb liegengelassen wer- 


den sollen. Wir nennen die | 
Werte der drei Integrale Abb. 20. 

J,,I,, I; und schreiben dabei 

außer den früheren Festsetzungen über die Winkel von z und 2+1 von 
Ziffer 15 in 0 am Beginn der Integration vor: 


arct—l)=+n für 2 (z)20 
arct+1)=0 
arc(t—2)=arc2 —n. 


Der CaucHYsche Integralsatz liefert danach wie in Ziffer 17 durch ge- 


eignetes Verbiegen der Wege gemäß. den Festsetzungen über Winkel in den 
Ziffern 15, 18, 20: 


—ı -2in(ev+u+rl) 2inv 
C, 
— 2iıv —2inv 


[=hthettu nein, für 2[5)20. 
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-2inv = 
ter 


Daraus folgt 


C, 
(I) | 
Il 
| 2:0, 
— 1 _e-2in(utr)‘ 
Cz 


(19°3) liefert daher für &(}) >0 


e-irbe+D I (v +u a 1) eit(ur?) \ Bas ' [ 
ü ee EN a es 2 he reader zu 
(2) a (2) 92-+’;sinnv SD @+l) 2isinn(u-+») (2° — 1) J Ri 


oder mit Hilfe von (16-6) und (20-2), wenn wir |1 + 2| < 2 voraussetzen, 


u 
eruFN)sinnzu : z +1 2 1—2 
ea Fl rt 1 GT) 
Er 
e!TAsinzu z—1\ 1+2z 
 2sinn(u- ») we) 5 a 2 


Beachten wir noch (4°4), so ergibt sich für N B = 


u etru zimf? + 1\2 1—z 
(3) (le) Se rarml° Fa ) rl, v+1,1— u, 5 
# 
2 


z—1 1+2 
te 


22. Beziehungen zwischen DP’(z) und &”(z). Wir ersetzen in der 
letzten Formel der vorigen Ziffer v» durch —(v-+1); es ergibt sich 


u 
meta imfz + 1\2 Ä 1-2 
(I) Deal) Isinn(u_v)Ti-— u) E >) For +1, u. l—ıu, 5 ) 


u 
z—1\2 1+2z 
+) Ft 1-3], 


daher nach (21-3), (I) und (17-3) 


De) sinn(u+v) + D%,_,(@) sinn(u—») 


vo|T 


zu ei wu 24 n 


inv —inv : 2 
re n® te Ye Fr, v+1,1—, 3 


— ne"F cosnv PH (2) 
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oder 

2) Meo=-_ [Dr@sinatu+)— Me) sinzb—n)], 
somit für u — 0 

(3) pP, =%"19,@)—- D_,_,@): 


It 
Aus (2), (19-6) und (4-4) folgt 
e’ TH 


MD Nr = [5 sinn — u) — DI ,@) sinn +W)] 


ah P—-u+1) ; I(—v— u) : | 
| er Dr, asinret| 


Er Plye= 1). 
z a ren r sin a(v — u) [Dy@) — D%,_,@)] 


e-ium 


area pn SE Sina (+) sin} 


_ IX — | u e-tru u | 
STotutn D#(z sinn u (@)|, 
sonach für ganzzahlige u=m 

Be Pi 1) am 
( Pre Pr) 
und, für ganzzahlige n > m> 0 nach (4-3) 
(0° pn 


Da gemäß Übereinkunft die Winkel von +3, +@—]1), +@+]1) 
dem Betrage nach x nicht übersteigen sollen (die z-Ebene wurde ja längs 
der reellen Achse von 1 nach — oo aufgeschnitten), haben wir 


| —z—et'ttz 
— (1) =et'"@—1) 
|-@+D=ef@+ 


für & (5) 0 zu setzen, daher ist nach (17°3) und (21-3) 


(7) Ra malen) 


— et!” Dez) — = ek sin n(u +9) (2) 


F(-n»+11-u 5°) 


für R B =0. (19-4) liefert ebenso für & (5) 0 


(8) D)=—et'” Dil), 
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u 4 u 
da sich 2 — 1) = (+ 1)*(2— 1)” beim Übergang von z zu —z nach 


_iay inu 


dem Obigen mit e A ee = e"'”# multipliziert. 


23. Definition von P“(z) und O*(z) für —-l<z< +1. Wir berechnen die 
Grenzwerte, denen P(z) zustrebt, wenn sich z einem Wert —1<2<-+1 
auf der oberen bzw. unteren Halbebene unbegrenzt nähert. Man hat in 
diesem Fall nach den Festsetzungen über die Winkel z—- 1=e*'”"(1—2) 


für X B =0(, daher gemäß (17.3) für -—1<2<-+1lundh>0 


ER u 
| 1+2\2 + — 
(I) Im Pre th) = li) r(— v‚v+1,1— u ). 
>0 .. 
somit { 
u B 
(2) e? imf#(e+hi)=e * lim Pf — hi) 
h>0 h>0 
Kai 
_ 1 1-+2z\2 a 


Hogson (H., S. 227) verwendet (2) als Definition für P#(z), wenn 
—1<2z2< +1 ist, weil dann P7(z) in diesem Intervall bei reellen Zeigern 
reell ist. Wenn v=n und u=m ganze Zahlen sind und rn > m> O0 ist, 
so stimmt diese Definition mit der von (I, 43:3) überein. Für. m =0 und 
beliebiges » hat man P,(@)=D,(z) nach (2). 


Aus (21-3) erhält man in ähnlicher Weise für -1<z<-+t1 
3) Eim&Xß@-hi) 


h>0 
Dad 
2 


= an ö m Aare Fl-n +1, 1—u, 7) 


„jan 1 5 1. 
2 —L i ui _ ; yA 
A re +), 


hiernach 

PL. Zu 

e * im D#z-+hi)—e” lim D#(z— hi) 
h>0 h>0 


u 
neirufe-in@tu) —eirote] 1.23 2 | 1-2 
= San Tum F(— a )- 
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Verwenden wir hier die Definition (2) von P#(z) für -1<z<-Hl, 
so folgt für diese Werte von 2 
| BL ieR 
(4) e ° im D“(z+hi)—e ? lim D*(z — hi) = — ine"" P* (2). 
' A—>0 h>0 


'Hosson (H., 8. 229) definiert 9*(2) für -—1<z<+1 durch 


un in 
(5 errang =tle * im Dfe+h)+e? Im ere—M). 


Diese Definition stimmt für u«=0 und ganzes v=n>0 mit der von 
(I, 32:10) überein. Aus (4) und (5) folgt für -1<2<-+1 

on 7 ; GT 
(6) e 2 lim Dr@+hi) =eit# [% FTP @)| 


h>V0 


und aus (3) und (5) für —1<z<-+1l 


IT 


(7) FSPVOSEEIE. ERDE, WERLEESR >) rl», vl, 1—u, 2. 


also reell bei reellen Zeigern. 

Ähnlich erhalten wir verschiedene Grenzwerte, wenn sich 2 einem Wert 
2 < —1 auf der oberen bzw. unteren Halbebene unbegrenzt nähert; doch 
wollen wir darauf verzichten, DP#(z) und D(z) auch für solche Werte von 2 
zu definieren. 


24. Linear unabhängige Lösungen. Wir greifen jetzt auf die Unter- 
suchungen von Ziffer 14 zurück. Dort hatten wir für die Differential- 
gleichung der Kugelfunktionen 

dw dw u 
ee I RE OR: — 
(1) 1-2) - 2 +le+D) z|w=0 


Lösungen hergeleitet, die nach Potenzen von (2 + Y2—1) - fortschreiten. 


Setzen wir &=z-+ |z2—1 mit Y&2—-1>0 für z>1, so hatten sich 
die beiden Lösungen (14-8) 
ee 
aD mrltzatrtlortn a): 
u 


gas 1 1. 1 
= @2—1)'L "Flutz: uU», Dis. 3) 
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ergeben. Entwickelt man v|, und v, nach fallenden Potenzen von z, so er- 
hält man für alle genügend großen |z| 


Be] 


(2) 14 @- 1? @yernlı4,(2)], 
a ya (22) F + P3 (z)} B 


Ferner hat man nach (IQ-4) 


9 


(3) 


Di, @)=2 mer 


r(5-) 


Aus diesen Formeln (2) und (3) können wir folgendes schließen: Wenn 
der Unterschied zwischen (+ u-+1) und v— u keine gerade Zahl, 


en? [14 9,(3)]. 


d.h.v=+k 3 (k ganz) ist, so ist weder die Reihe für v, ein Teil der Reihe 
für v, noch das Umgekehrte der Fall. v, und v, sind dann linear unabhängig, 
D#(z) ist daher proportional v,, D*,_,(2) proportional v,. Denn auch 


De _, (2) ist Lösung der Differentialgleichung (1), weil sich diese Gleichung ‘ 


nicht ändert, wenn man » durch — (v—+1) ersetzt. Man erhält daher 


= ie 
Dee) = % \nei”" Fu u+tv+1, +2, 
| I +5) 
2 


D, ,)=%VYnerr 


j | 
Diagp- 1 1 1 
er lutn un gr). 


Die Formeln (4) gelten nach den Regeln der analytischen Fortsetzung für 


alle Werte von u, v, 2, für die jeweils beide Seiten analytische Funktionen 
von u,», 2 sind. 

Wenn u keine ganze Zahl ist, sind P#(z) und P;*(z) nach Ziffer 17 
linear unabhängig; es lassen sich demnach alle Lösungen der Differential-- 
gleichung (8-1) (£=z) linear homogen durch diese Funktionen darstellen, 
somit auch durch P#(z) und D(z) gemäß (22-4), (22-2) und Ziffer 2 und 4, 
falls u + v nicht ganz ist. | 

Es sei jetzt u—m ganz und m +» keine ganze Zahl. Da die Differen- 
tialgleichung (8-I) gegenüber einer Vorzeichenänderung von m unempfind- 
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lich ist, können wir uns auf nichtnegative Werte von m beschränken. 


-;j) -ö P”@) bzw. (2-1) ? D”e) 


sind dann nach Ziffer 17 und 19 die m-ten Ableitungen von P, (z) bzw. I), (z je 
Der Punkt 1 ist für P, (2) gemäß Ziffer 17 reguläre Stelle, für n; 2) singulär; 
D,(z) hat ja auf den beiden Seiten der Strecke (—1, +1) nach (23-4) ver- 
schiedene Grenzwerte. D,(z) und Q, (z) sind infolgedessen linear unabhängig, 
somit auch ihre m-ten Ableitungen, also auch P”*(z) und D* (2). 


Nun betrachten wir noch den Fall, daß» —=n und u = m ganze Zahlen 
sind. Da sich die Differentialgleichung nicht ändert, wenn man n durch 
—(n-+1) oder m durch —m ersetzt, können wir uns auf nichtnegative 
Werte beider Zahlen beschränken. Damit liefert uns aber (1-43) fürn > m 
die linear unabhängigen Lösungen P}' (2) und Di’ (z) bzw., wenn wir noch 
(17:3) berücksichtigen, D,, ” (2) und DR (2) e n <m, weilD, "(z) nach (173) 
im Punkt 1 keine logarithmische Singularität hat. 


Wir können alles in folgender Weise zusammenfassen: Ist u» nicht 
ganz, so sind D#(2) = De(z z) linear unabhängig; ist „ nicht ganz, so 
sind P7(z) und P,*(z) linear unabhängig. Sind»—=n und u =m ganze 
Zahlen, so sind und D”(z) linear unabhängige Lösungen für 
n>2m>ß0, P,”() ee 


25. Reihenentwicklungen für D’(z). Aus (22-2), (24:4) und (4-4) er- 
halten wir 


| u 
(I) D#( (2) _ 2sinzb+ A) HrerD (22 — 1)? £-be+te+)) 
Vrecosnv r(r+5) 


Flutl,v+n+1r+2 5) 

2 I Tr 5) 5 1 1 1 
TEN 
Wir können P*(z) auch in eine nach Potenzen von 1 — zr fortschreitende 


Reihe entwickeln. Wir gehen dazu von der Gleichung (12-5) aus und suchen 
a,b,c womöglich so zu bestimmen, daß die beiden hypergeometrischen 
‚Reihen der rechten Seite mit denen der Gleichungen (24-4) überein- 
stimmen, d. h. wir setzen 


a—u4+2, b=u—v, c=2u-+]1. 
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Damit ist unsere Forderung tatsächlich Gleichung (12'5) lautet 


mit diesen Werten vona,b, cundz=1-— er 


6 
1 
(2) F(u+3.#— v, 2u +1, 1— 5) 
Peu+lrlr+5) 


1 1 1 
= BE FREE Te an ac a E) 
T(u+ ;)7 P+u+1) 


n 
3 52 I n nr s 
SE as ersetzen wir nach (4-6) durch ER; (1. +1), = nach 
2 
(4:4) durch Be ne ; das gibt für (2) 


rt) COS stv 


3) Flatz.e-n2etli-n) 
1X: 
I \v+- 
mn) ont lutz: Berl eh 3) 


Ib—u 1) sinz(v — - 4) 
rbr2) COS TV 


Nun drücken wir die hypergeometrischen Reihen der rechten Seite nach 
(24:4) durch D#(z) und D%,_,(2) aus; dadurch erhalten wir aus (3) mit 
Hilfe von (4:4) und (22-4) 


(4) F(a+z: n—v, 2u+l, I-#) 
Drei n 
— ncosnv ee 2 
x et 2, +] 


7 Em Fla+z. v»+u+l,r+3, el 


A 
= Pl (utl)(@—) ?Erpsre. 
Ersetzen wir u durch — u, v durch — (v—+ 1) und beachten (17'5), so folgt 
aus (4) | 


u er a u—-v-—1 1 1 
$) Pen ori +1, 12m, 1-5). 


.26. Integraldarstellung von Qu (z). 147 


.26. Integraldarstellung von D*(z). Wir greifen jetzt auf Ziffer 10 zu- 
rück. Danach können wir Lösungen der hypergeometrischen Differential- 
gleichung in der Gestalt | 

| [erta—gr tz 
ansetzen. Wenden wir diesen Ansatz auf die Gleichung (14°4) mit u und » 


statt m und rn an, so haben wir 
1 1 ı 


a=-[tti—n) ? (dos) ? di 
und dabei den Integrationsweg so zu wählen, daß der Integrand am An- 
fang und am Ende des Weges denselben Wert annimmt. Aus dieser Lö- 
! | Fr VE EEE L .. 
sung erhalten wir gemäß Ziffer 14, wenn wir C=&+ |&— OR ein- 
| - VS 
2 
führen und u mit &W++N (&2__ 1)? multiplizieren, eine Lösung der 
Differentialgleichung (8-I) oder der Differentialgleichung (24:1), wenn wir 
x statt & schreiben, nämlich 


EM _ı_ - u 
eier’ di. 


062 Dabei ist © =z2-+ Yz2— 1 oder 
= 1(c++ | 
= :er2]. 


Abb. 21. Abb. 22. 


Als Integrationsweg C, wählen wir einen Doppelumlauf in der i-Ebene 
um die Punkte 0 und 1 (Abb. 21), so daß £? immer außerhalb liegt. Die 


Beträge der Winkel von £, 63, E z2—+1 sollen wie gewöhnlich x nicht 
übersteigen. Wegen z -=- (C + 2) liegen z.und £ gleichzeitig in derselben 


von der imaginären Achse begrenzten Halbebene. Soll also |arc (&9)| <r 
sein, so muß X(£) > 0, daher XR(z) > 0 sein. | 
Ferner sei arct=arc(l—t)=0 in a am Beginn des Integrations- 


weges und arc 1- 3) —( in den Schnittpunkten b von C, mit der 
Strecke (0, 2). Dann ist arc 1-5) —o (Abb. 22), wobei der eine 


Lense, Kugelfunktionen. | 10 
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Schenkel dieses Winkels parallel zur Strecke (0,£2) ist. Setzen wir noch 
Iö]>1 voraus, so können wir den Doppelumlauf nach dem CAucHYschen 
Satz so eng um die Strecke (0, 1) mL ohne den Wert des Inte- 


grals zu ändern, daß auf dem ganzen Weg al <1l und are (1-5) <n 
bleibt. 
Damit wird 
en en 2 
frra-—y ? 1-5) dt [rrı) * "a 
Ce C, 
ae +3 >)“ a N ersing rt 
n=1 use 


q, 
Setzen wir noch R» + u+1)> 0. und & [5 — x) > 0 voraus, so liefert 


(16-4), wenn wir dort u durch —v — - und » durch » + u ersetzen, 
1—t=e'" (t—1) festsetzen. und (4'4) benützen, 
{ 
Sl 
ac (t— 1) 2 dt 
.C 
but an +# +2) +au+mW)I[Te+tu+D) 


— Anett) sinn(v-+ is 


somit / 
Se 
fertra—n) ? di 
7 
T+u+De+u+Db+2+29)@+uH+n) 


4. 
[er(A-1) "2 dt = — 4ind” sinn (v Ha v+u-+]l) 


Damit erhalten wir, wenn wir noch die ‘Schreibweise (8-6) verwenden, 


— — Line” sinn(v — u) 


und ähnlich nach (16-5) 


1 HE 
(1) frra-9 (1-5) a 


C . 
= — Arie in) rl tut uhz. +32). 
rb+3)r(n+5) | | 
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Führen wir (I) in (24-4) ein, so ergibt sich 


1 P 

; ou-2 ' ' rn +5) 

gr - in(u-v) | 

a sinne tn) 


>) 


1 


EN t ya 
x ten re Tl 5) dt. 
C, 


Die Gleichung gilt, solange beide Seiten analytische Funktionen von y, u, 2 
sind. Wegen |are (£?)| <rz muß X(z) > 0 sein. 


27..Umformung des Integrals. Wir wollen nun die ti-Ebene durch die 
Gleichung t=u{ auf die u-Ebene abbilden. Dabei geht die Kurve (, 


über in den Doppelumlauf C, um die Punkte z und 0 (Abb. 23), der Punkt a 
in den Punkt a’ der Strecke (6 2)» die Schnittpunkte b in die Schnitt- 
punkte 5b’ von C, mit der Strecke (0, £). Nach den Festsetzungen von 


Ziffer 26 ist 
& 1 
arc u —=arc FE 
| arc 1—u)=0 


in a’ am Beginn des Integrations- 


£ 


Abb. 23. Abb. 24. 
weges und 
| | arc (+ 2) —=0 in’ 
a 


Daraus folgt (Abb. 24, die Winkel bei 0 sind einander gleich): 
arc (1 — ul)=arcl +are (2 — u) —%: 
arc (1 — z) — ar0 + + are —u)=w.. 
10* 
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Durch die Pfeile in den Abbildungen sind die Vorzeichen der Winkel an- 
gedeutet; z. B. ist also x negativ, weil entgegen dem positiven Drehsinn, 
w positiv. Bewegt sich u von a’ aus parallel zur positiven reellen Achse 
ins Unendliche, so strebt + y gegen Null. 


Aus (26-2) erhalten wir mit der Veränderlichen u 


wer | 
2 I(\u+ = [2 | 
De el ( 5) 5. wredu 
a 
ee 2 


Wegen 1— 2zu a2 w=(u— () (u — 2) ist 


arc(1— 2zu+u)=are(l— ul) -+ are 1-4) —=y+Y, 


somit =y in a’ am Beginn von O,. Wir können auch sagen; der Winkel 
ist so.zu wählen, daß er gegen Null strebt, wenn u von a’ parallel zur posi- 
tiven reellen Achse ins Unendliche rückt. Die Beschränkung X (2) >0 
kann durch analytische Fortsetzung beseitigt werden. 


Wenn Re +u+1))>0 und & B — u) >0 ist, kann man den Inte- 


grationsweg C/ nach dem Vorbild von Ziffer 16 um die Strecke (0 2) 


: 


zusammenziehen und erhält, wenn / das längs dieser Strecke genommene 
Integral bedeutet, 


e 
ee 


Me 1 
ie 1 Br Nez 
I= |1-e inet s) te inet ;)* ee 


107 
—[1 ze Be f 2 „iz et )| / 


23 
— — 4ie'”” sinn ( +wsinz[a+5 af, 
0 


daher aus (I) R 
7 
SH. ; , Lo v+tu 
(2) No ze"osaurlutz) a 
| 1-2zutu) . 


oder, wenn wir im Integral Z statt % als Veränderliche einführen und 


auf der von 0 nach £ führenden Geraden von Z£ ins Unendliche inte- 
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grieren, 


ur rlgu 


ou 2 
(3): B (2) = e'”# cos zuf(atz s) ee ee, 
\z | I 
e (1-2zu+tw) ? 
28. Verallgemeinerung der Integraldarstellung von Heine. Wenn 
&p—u+1)>0 und & (5 +) > 0 ist, erhält man aus (27-3), wenn 
man u durch — u ersetzt und (4:4) verwendet, 


oo 


er -in ak f BEER 
a Ba ne) a 
( 


1— 2züu+ uw) 
Wir führen nun im Integral von (I) durch die Gleichung 
u=2+ Ye®—1Coft 


die Veränderliche t ein. u wandert auf der durch 0 und Z gehenden Geraden 
von Zins Unendliche, wenn ? diereelle Achse von O0 nach -- oo durchläuft. Wir 


hatten =; (642) oder © =2-+ 2 — 1 mit Y2—-1>0 für z>1 


gesetzt, also ist r — rn Y 22 —.], daher Y 2 —1= 5 [e 5) . Damit 
wird 
u=3(0+2) +32) Loft, 
u_L=5[6-)-14Cf1), 
1 1 1 
u 7-32) 04 Con, 
1-2 tw z)=2[- 2) Sn (@— 1) inte, 


somit ist nach (19-6) und (I) gemäß der Vorschrift über arc (1 — 22u + u?) 


ur I T U Tr 1) gein 
(2) ee "D,"(2) 
_)e __E* _Te+n+nD a1: | Sin?# tdi 
euere Du ee een 
BE Eee (@+ Vr=ieog) tet 
| ° 
Damit ist die Integraldarstellung von HEINE (I, 342) verallgemeinert. 
Man erhält sie aus (2) für «= 0 und ganzes v—=n> 0 mit Hilfe von (4°5.) 
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29. Integraldarstellung von P#(z). An Stelle von C, können wir auch 
den einfachen Umlauf C, um die Punkte 1 und £2 (Abb. 25) wählen, begin- 
nend und endigend im Punkte a der Strecke 1£?, zuerst im positiven Sinne 
um 1,:dann im negativen um £?. Der Punkt 0 soll außerhalb bleiben. 
Die Beträge der Winkel von £, £2, &2 — 1 sollen wieder x nicht übersteigen, 

| ferner sei 


arct=are(1—t)=0 ind, 
arc (i 5) —( ine, 
arc (= t) =arc ( —1)— rn oder 
arc (—1)=arc (?—1)ina am 
Beginn. 
Wir bilden die i-Ebene durch die 
‚Gleichung t=[&?— (”—1)u auf die 


Abb. 25. Abb. 267 


u-Ebene ab. Aus ©, wird die Kurve C, (Abb. 26), der einfache Umlauf 
um die Punkte 1 und 0, a geht in a’ über. Es ist 


et t—1 t 1 
Ve a=1-(1-5)" 


somit areu=are(l—u)=0 oder arce(u— 1)=—n in a’ am Beginn, 


wenn wir 1—-u=e'"(u—1) festsetzen. 


Wir denken uns den Weg C,, so gewählt, daß er ganz in einem Kreise 


liegt, dessen Mittelpunkt Z? ist und der durch 0 geht. Damit das möglich 
1 


sei, muß I? —1| < |£&2| oder X (2) > 5 sein. Esist dann auf dem ganzen 
Weg IE — ©?| < |£?| oder 1-5 <]l, somit |(&?— 1) u| < |ö?| oder 
N a 4 
| — 5% <]1l und arc a =lare|1 — 1-5)@| <rn, weil 
ar = ar 0 


in c ist. 
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Man erhält nun mit Hilfe von (4-1) 


(1) fer de 1- 5) di 


C; 


EN ger+sutlle2 —_ 1)-2# f F _ (i en 5) ul" en Dee 


0 


ei: 2v 4 1 2 — \n 
ee ee Eee 


n=0 


Indem wir R ( — ») > 0 voraussetzen und das letzte Integral ähnlich 


wie in. Ziffer 16 behandeln, ergibt sich,’ weil 


arc u — 1)=—nfür 0o<u<Ii 


ist, 


Be [7 
aan ee 


R 4-u)r(g-R+n) 
= CRAU Ted 
‘somit für (I) 
ee er 
(2) fetra-% 2 1-2) dt 
c, 
= — 2 cosaull5—-RTo+Rt+D 
Ov+4u+llr2 u r(g-atn) L\" 
y Zu Zu a Mr Paten en a A en da en ne en 
XL (—]) er }) TE |! r) j 
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Nach (4:4), (41), (4:6) ist 


To +u+ yrlg-u+n) 


TA-MFnTb Fa -nFN 
To +a+ Tg -u+R) Tv ut m sinn v— u) 
= nTi-Sutn — 


—— 


sinzv+u-+J]) Po+u+Ddr(g-u+ 2 I(-v—-u+n) 
I(l1—2u-+n) 


— 


Pir-u+mDl5-u+ 2 
= Tr -WTü-hntm | 
Ei a a 5-») 5-») Be (3-#+ n—1 


Ti 24) 1-24) (2 2) (n—2u) 


1 si &- ) 


os au Fan "Ten | 
— deu \nsinnu el, 
r(u+ 5) 
daher mit (8-6) 
ei f ar 
3 Sera? "li-;) 
C; 
— — ut; Yasinmu Ze 
x CE (m yrp(— v—u, > u; 1— au, 1 5) . 
Wegen z -5 B Ar 2) ist 2— 1= Sr): daher 
(4) are 1) = (2 — 1)". 
Ferner ist nach (17:5), (25°5), (3), (4) 
| = BR; —_ 
Pa=Pr, = ge) 
xore RE (5% — v— u, 1— 2, =) 
er 5: r(e+5] 2u-1 
en 2 __j) 2 fer Be 22 __ [A Pr2P720- 
ru=m® ns Dr snmurn ”s 


1 nee 


auener u 
x [era 2 "i-3) 27; de 
C, 
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oder mit (4-4) 


. 2 
2 Pa=rtin ?Tlarz)@— Dre 
ur z 
x 1198 eh. ? 1-: 
G, 
Die Gleichung gilt, solange beide 
Seiten analytische Funktionen von 


v, u, 2 sind, nur muß R (2) > 0 sein, 
damit nämlich |are (£)| <r bleibe 
(vgl. Ziffer 26). 


30. Umformung des Integrals. 
Wie in Ziffer 27, bilden wir jetzt die 
t-Ebene durch die Gleichung t=uÖ 
auf die u-Ebene ab. Der Weg C, 
geht dabei in die Kurve um die 


Punkte = und & über (Abb. 27). Wir 


wollen den Umlaufssinn umkehren 
und sie dann mit C, bezeichnen. In 
Abb. 27 bedeutet der Pfeil bereits Abb. 27. 
den umgekehrten Umlaufssinn. Der 


Punkt a geht in. den Punkt & auf der Streck \ [e e = 


Punkt 5 der Strecke | 0, 2) ‚ der Punkt c in den Punkt © der Strecke (0, £). 


) über, der Punktbinden 


Nach den Festsetzungen von Ziffer 29 ist are(1— uÖ)=are (1 —.t) 


—( in b, are (1 — :) — arc (i — a = (in C. Damit liegen die Verhält- 
nisse von Ziffer 27 (Abb. 24) vor. Der Winkel von 1— 2zu + u? ist also 
wieder so bestimmt, daß er gegen Null strebt, wenn u von &d am Beginn des 
Integrationsweges parallel zur positiven reellen Achse ins Unendliche rückt. 


Wegen der Umkehrung der Integrationsrichtung folgt aus (29°5) 


1 
r(#+5) La 
Du 2 92 wradu. 
(x) D# (2) = — re een 
2rV Yn | tu 
c. 1—2zu+u) 


Die Beschränkung A) > 0 läßt sich durch analytische Fortsetzung be- 
seitigen. | 

Ist u = m eine ganze Zahl, so können wir. bei der Umlaufung von + 
1 


den Sinn umkehren. Denn & und E sind in diesem Falle V.erzweigungs- 
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1 
punkte erster Ordnung. Die RIEMANNsche Fläche von (1 — 2zu + u2) ° 5 
besteht also in diesem Fall aus zwei Blättern, die z. B. längs der Strecke 
[e j 2) zusammenhängen. Wenn wir daher nach der Umkreisung von & 
über & hinaus weitergehen, kommen wir in das zweite Blatt, umlaufen in 
1 
T 


Durchlaufen wir dagegen die Schlinge um 2 in entgegengesetztem Sinn, 


L 


so bleiben wir im ersten Blatt. Nun unterscheiden sich die Werte des Inte- 
granden in entsprechenden Punkten beider Blätter nur durch das Vor- 
zeichen. Die Umkehrung des. Durchlaufungssinnes bewirkt nochmalige 
Vorzeichenänderung, somit bleibt das Integral bei entgegengesetzter 


diesem den Punkt = und gelangen nachher bei @ wieder ins erste zurück. 


Umlaufung von Z ungeändert. Wir können somit in diesem Fall die beiden 


L 
Punkte Z und 5 nach dem CAUCHYschen Integralsatz in einem geschlossenen 


Zug im pösitiven Sinn umlaufen (Abb. 28), wobei der Punkt 0 außerhalb liegt. 


Abb. 28. Abb. 29. 


Gemäß seiner Entstehung aus CO, trifft der neue Integrationsweg die 
reelle Achse rechts vom Nullpunkt. Erweitert man nun den Gültigkeits- 
bereich der Formeln durch analytische Fortsetzung in der Weise, daß & 
1 
c 
tionsweg nicht über den Nullpunkt hinwegziehen, weil dieser Punkt sin- 
guläre Stelle des Integranden ist. Der Weg wird also in diesem Fall 
Z. B. die Gestalt von Abb. 29 haben. | 


und'— auf die linke Halbebene wandern, so darf man daher den Integra- 
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Ist m=0 und r positiv ganz, 2=cos® mit O<d<n, so ergibt 
sich mit (4:5) Formel (I, 16-1), wenn wir den Weg auf die Strecke B 2) 
zusammenziehen. 


31. Verallgemeinerung der Integraldarstellungen von Laplace und 
Jacobi. Wenn wir u in Formel (30-1) durch —u ersetzen und (4'4). ver- 
wenden, erhalten wir 


DR Re 
d) PrW)=-— (2-1) : [rate 2 du 


oltn,;n2 e 
0; 
Le N 
2 —1) ? u= 
en [rate ” du. 
U YTTCOSTU u+3). 


C5 


Setzt man noch & In — 5) > 0 voraus, so kann man den Integrations- 


weg auf die Strecke B ) zusammenziehen, wozu natürlich jetzt nach der 


obigen Bemerkung über den Integrationsweg X(£) > 0 und daher auch 
&(z) > 0 sein muß. 
Man erhält nach dem Vorbild von Ziffer 27 


a 
ıniu = —) _u PN 
(2) Ba a : [wramtutn : du. 
€ 


Der Winkel von 1— 2zu + u? ist nach Ziffer 27, wie schon erwähnt, 
in a am Beginn durch y-+ y gegeben. Nun ist (Abb. 28) arc (c — 2) 7 
y=y—a,xXx=ax+y—n (man beachte, daß z.B. x in der Abbildung 
negativ ist), also are 1 — 2zu+ uw) =2y — rind. 

Der Integration längs der Strecke B c) entsprechend, führen wir 


die Veränderliche @ durch die Gleichung w=2-+ |z22?—1cosg ein. 
Gemäß Ziffer 28 hat man 


14) 
@=i=2l-7) 


/ 


158 1.89 Rugelfunkticnen nie Tehäbisen Ziiern: 
daher . 
u=3le+2)+3 10-2) op. 
u wandert also auf der Strecke von ö. nach ı: wenn 9 das Intervall 


0<op<r durchläuft. Ferner ist 
1 1 
u—C= 5 e-;) (—1-+ coso), 


u-3+=3[(£-5] (1 -+ cos Q), 
1—-2zu+W=(w-—/) (u-5) = [6-2 sin =— (22 — ]) sin? 


=e"""(22— 1)sin?Y, 
denn 
arc(1— 22zu+uW) =2y— n=arc Ile 2) | Te, 
schließlich 


— — — 2? — 1sin g. 


[7 E7, 


: (1)? Mer ae 
(3) PA =—— — (z+ 2? — 1cos p)’"*sin”’pdp. 


(22-4) liefert somit 
4) Pe) — = e"'"# sinn u DE (2) 
{ad 7 
2 DEREN | 
N a ern (2+ 22 — 1cosp)’""sin”"pdo. 
"Varler) 
0 

Wir ersetzen » durch —(v +1) und erhalten wegen (17:5) 

(5) So sinszu D%,_, (2) 


& n 


__ Tun)  (@- 1? sin" odp Bu 
FERN mr (1 + 5) (2+ Y?— Teosg)"+tett' 
| {j) 
Wir nehmen dazu Gleichung (22:2): 
e Ten i 
9) PM. rer tu)D, () 
e” inu 


+ sin — u) I, ,(@)=0. 


N COSTV 


32. Integraldarstellungen von P”* (z) bei ganzzahligem m. 159 


RES, j \ sinn (v — u) 
Nun multiplizieren wir Gleichung (5) mit oe 


2sinszu und addieren; dabei fällt das Glied mit D#* ‚„_ı(2) heraus, und es 


‚ Gleichung (6) mit 


bleibt, wenn wir noch beachten, daß 
‚"Twu-v snanb—u) ITetat) sinzb+ u) 


I(— u — y) EOS IEV OTo—u +1) COS cv 
wegen (44) ist, 


N Pi Ze "#sinmu Di (e) 


u Ru, 
Zero, Sinti 

TON gr In 3 5) oe De 
Diese Formeln (4) und (7) gelten 
für ® (2) > 0. Durch sie sind die 
Integraldarstellungen von La- 
PLACE (Il, 151) und JAcoBI 
(I, 15-6) verallgemeinert, die sich 


K 


aus ihnen für u=0 und ganzes 
v=n>( mit Hilfe von (45) 
ergeben. Mit Hilfe von Ziffer 22 
und 23 kann man aus den Formeln 
(4) und (7) solche für Rz) < 0 
und —1<z<-1 herleiten. 


32. Integraldarstellungen von 
PB” (2) bei ganzzahligem m. Wir Abb. 30. 
gehen von der Formel (17'4) aus, 
in der m eine ganze Zahl bedeutet, und setzen außerdem X (z) > 0 voraus. 
Als Integrationsweg CO, wählen wir einen Kreis K (Abb. 30), dessen 
Mittelpunkt z ist und dessen Halbmesser zwischen |2— 1| und |2+1| 
liegt. Die Integration möge im Punkte a beginnen. 

Wir führen die.neue Veränderliche p durch die Gleichung 


t=2-+ V22 — 1ee-Wru 
ein. Dabei sei u reell so gewählt, daß | 22 — 1 | e’“ dem Halbmesser 
des Kreises gleich wird. Es muß demnach 
Br Ye-ılet"<jz+1, 


_ 
il 


F2u 
2 = =. = = 
alsoz.B.0<u< a In - = : sein. Durchläuft @ das Intervall D<p< 2n, 


so beschreibt t von a aus den ganzen Kreis im positiven Sinn. 
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Man hat 
2 —1=2)2 1 Pr Y2—10(@— Yin), 
daher mit (I7‘4) 


_ır 
1) Pre) Ben IL + Ve 1c0s (p—pLtiwfermensmugg, 


Es ist infolgedessen 


3 | [2+ V2—1cs@—y+ vu) |’ (cosmp — it sin mo) dp 
0 
N? T’e+]1) -im(yFiu) am 
Som pm 
oder, wenn wir m durch — m ersetzen und (22-5) verwenden, 


fen [22 — 1 c0s( — yt iu) (cosmp-+ ısin mp) do 
2, im(ywFiu) Am 
STotm+s? mio 
Addition und Subtraktion dieser beiden Gleichungen liefert 
n 2n 
3 [2+ Yz22—1cos( — y-+ iu)] cos mp do 
Ö 


To+1 RR 
7 n r om (yT iu) Pe) 


(2) z 
FE + Vz2—1cos ( — y- iu) sin mp do 
0 
Iv+1 : i en 
\ — Ba = 2 ze m(yT iu) P, () 


Wenn wir v» durch —(» +1) ersetzen, folgt daraus mit Rücksicht auf 
(17:5) und u 
En Zen. u) pm 


„Ie- 
—.(— 1)” are ) cosm (y iu) P (x) 


und 
sin mode R 
zu [2 + Yz2—1cos (o — y+in)] 


Tv — 
— (— 1)" FASER D inm(yF iu) pP, (2) 
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Die Formeln (2) und (3) kommen für positive ganzzahlige n schon bei 
HEINE!) vor. \ 

Wir wählen jetzt a so, daß y= 0 wird, und außerdem u— 0. Dann 
folgt aus (2) und (3) 


2n 
2 1 T 1) rn 
(4) iR (2+ V2?-- 1 -— 1eos9)’ cos m p dp = % N, DL 
und, = 
2 
Es eos mpi ml P—m+t]) am 
(5) 2n FE + Vz? —1 cos aeg) —( 1)” - Io+D. 1) pr ( 


Nun ist 
2 T 
f (2-+ V2— 1 cosp)’cosmpdp— 2 f (+ Vz? — 1c0sp)’cosmpdp, 
0: Ö 
da der Integrand für o=n-+y undo=r—y bei beliebigem y wegen 


der Ganzzahligkeit von m jeweils denselben Wert hat. Damit erhält 
man aus (4) für positive ganzzahlige m und n nach (4-3) 


(6) D7 (z) ut wm = f (2+ Vz? — 1°cos p)"cosmopdep. 
Ö 

Nach den Grundsätzen der analytischen Fortsetzung gilt diese Beziehung: 

in der ganzen, von — 1 bis +1 aufgeschnittenen 2-Ebene. It —1<z2<-+]1, 

so haben wir nach Ziffer 23 den Faktor i” hinzuzufügen, wenn der Grenz- 

übergang zu dem betreffenden Punkte auf der oberen Halbebene voll- 

zogen wird. Damit stimmt dann Formel (6) genau mit (I, 19-4) überein. 


33. Verallgemeinerung der Integraldarstellungen von Mehler. Wir 
greifen. auf Formel (30°I) zurück. Wenn 2=c0sd ((<% <a) ist, wird 


C=e'” und B — e”'?; die Verbindungsstrecke der beiden Punkte steht 


also senkrecht auf der reellen Achse. Als Weg C, können wir den durch 
diese Punkte gehenden Bogen L des Einheitskreises samt den zwei kleinen 
Kreisen um die beiden Punkte wählen (Abb. 31). Da C, die reelle Achse 
rechts vom Nullpunkt treffen muß, hat man immer jenen Bogen des Ein- 
heitskreises zu nehmen, der die positive reelle Achse trifft.. Wir setzen 


& (5- x) >0 voraus. Damit verschwinden die von den beiden kleinen 


Kreisen herrührenden Bestandteile des Integrals, wenn die Halbmesser 


E 


1) E. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen,. 2. Aufl., Berlin 1878 und 1881, 
G. Reimer, Bd. 1:8,221,; 
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gegen Null streben. Der übrigbleibende Teil. des Weges liefert nach 
(30-I) und dem Verfahren von Ziffer 18 mit A > 0 
(2) lim P? (cos® + hi) 


h>0 
\ 1 


3 1 | 
ul 2 e? "Tiu+s5) sintd [1 — eir@etn] 2 I- 
Er (u+tu!T—2c0s®) 


Dabei gilt nach den Fest- 
setzungen von Ziffer 27 und 
29 über die Winkel folgendes 
(Abb. 31) 3 


arc u $)=—ıx 

arc (v2) — 

artctu—= —y | ee 

arc (u+-u!T— 20089) 
=$P+Yy—u 


somit are (u--u”!T— 20059) 0 
für 4. > 2 weil dann «— 5 
B +5—9, vd. 


Wir führen nun u=e'? ein. Es wird 


(2) eo) TR ah 
1 I: | 
P\#»+3)=—7 7 —-— nach (44), 
r(5-,) COS TU 
+9 
- iol»+ 5) 
1 U du E dp 
3 nn ee RE 
L (u+u”T— 20059) a (20089 — 2 cos d) 2 
cos ( + 5) dp sin ( + 5) odp 
| | ur ! ar 
-3 (26089 — 2c0sP) -8 (20089 —2c0sd) 
: 1 
[ cos (»+ 5) Pd 
ed) _? 
= &% me ey ee Ze 
ar 


0 (2c08sp — 2c0s®) 


ei 
o 


ar y 
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somit nach (23-2) und (I) 


inn. 
(3) P# (cosd)—=e * lim P* (cos® + hi) 
h>0 
9 


> HL. 1 
- 2 sin#® [ cos (»+ 5) Pd ; 
ee re 
\; x); (cos P — cos 8)" z 


Damit ist die Integraldarstellung von MERLER (I, 16-2) verallgemeinert, 
die sich für u=0 und posi- 


» 


tive ganzzahlige ? —=n ergibt. 


Nach. dem CAUCHYschen 
Satz können wir statt des 
Weges von Abb. 31 auch den 
in Abb. 32 gezeichneten 
wählen. .Die geradlinigen Be- _,— 
standteille sollen mit der 
reellen Achse zusammenfallen. 
Ferner seiaußer & (3- ») >0 
auch&(v+u+1)> 0. Dann 
verschwindet der von dem 
kleinen Kreis um. den Null- 
punkt stammende. Bestand- Abb., 32. 
teil des Integrals, wenn der 
Halbmesser gegen Null strebt. Den übrigbleibenden Teil des neuen 
Weges nennen wir wieder kurz L. Es ist aber nach (r), (2) und (3) 


- . v+ 
(4) E5 (cos d) — a m i 
Verla) ) 


- 


1—2zu-+ u?) 


Gemäß den Festsetzungen über die Winkel gilt folgendes (Abb. 33): 


arce(1—2zutu)=n— (2a +9) =1—Oo. 
Lense, Mathematik. A, Bd. 23. 1l 
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Daß die in Abb. 33 ersichtlich gemachten Winkelbeziehungen richtig 
sind, erkennt man leicht aus dem Satz über Peripherie- und Zentriwinkel 
eines Kreises. arc (1 — 22u + u?) wird also auf. der reellen Achse Null, 
wie es nach den Festsetzungen sein soll. Spiegeln wir die Abbildung an 
der reellen Achse, so erhalten wir für den in der oberen Halbebene gelegenen 
Teil des Integrationsweges 


arc (u — £) -- 7-49], | 


1 Nr 
| arc (u) =, 1% 
arc(1— 22a +) = 2a +9 - n=— (n—p). 

Das Integral zerfällt in vier Teile: 
Auf dem Kreisbogen von a bis list v=e"‘? mit 9 <o<a, auf der 
Strecke von —1 bis 0 ist = e”'"e”' mit 0 <t <-+ oc, auf der Strecke 
von 0 bis — 1 ist u=e"e”' mit +06 >21>0, auf dem Kreisbogen 
von —1 bis £ it v=e? mit an >p>%. Es wird somit 


wre du s (—i) e ie+a+Do dp 
P+Z ar) ap) ar 
FE | s) : 


(1—2zu+tw) ° (2c08s# — 2 cos p) 2 


1 etTe+u) er: dt 
ee 
e | (20089 + 2 Cojt) 


0 


0 


22 erb+tu) „-PrurdDt dt. 
- v+ 2): | . P+Z 
e N (2c0s#®+2dCeoit) 


oo 


0% 


| | PRAG EZ 
=]? es Ze 1 Ver 1 
-i(e+ 5) (n-9) u+ 
e (2c08s® — 2cosg) 


N 


n+Z 
3 (200689 —2cosp) ? 


f ei +3) er 
— 2: sinz(v + u) ee ag 
2 


ut 
o 2cos#®+2KCof) 
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infolgedessen nach. (4) 


( ® 1 ı 
io | Feleteletrero)], 


1 Ps e 
r(5 =.) |; (cos® — cosp) ? 


I 
ei € dt \ 
+ sinz(v-+ u) [ u er 


Be 
 (cosd+cCoit) 7 


Das ist die Verallgemeinerung der Integraldarstellung von MEHLER (I, 16-3), 
die man für u = 0 und positives ganzzahliges v»—n mit Hilfe von (4:5) erhält. 


2 
7 


(5)  Pr(cosd) = — \ 


34. Rekursionsformeln für P(z) und D’(z). Die Formeln (271) und 
(30-1) können wir abgekürzt in folgender Gestalt schreiben: 


2 
2 


Pa=a,@®— U, @) 
(1) 


-i B 
er? 


Dabei hängen die Koeffizienten a, und 5b, nur von u, aber nicht von », 
ab und 


wredu | 
(2) U,,@) = [ ee 
:(1-2zu+ uw) ? 


11* 
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wobei © ; der Integrationsweg bei P# (z), 0, bei 4 (2) ist, "Aus (2) erhält man 


AU, u( |  wetetig 
(3) a | ET un 
( 2 


ur 
1—- 2zu+ u) s 


Ferner ist 
d z— U 1 (2u +1) (z — u)? 
er Ga Se 
“rg ee urz 
(1— 2zu + u) (1— 2zu+ u) (1— 2zu + u) 


2u Zu+De@—1) 


ut u+ 
(1— 2zu+ u?) 2 d- ur) ? 
somit wird aus (3) mit Rücksicht auf (2),. weil der Integrand am Anfang 
und Ende des Weges denselben Wert annimmt, 


d | | / | _ 
(22 nn rer! ee en - [du 
/ B+ A+ 
(1—2zu+ u). 2 (1—2zu-+ u) Ar 
. = + 
2 
(1 2zutw) 2 
= 240, ,,9-Ptua+D)RV,,@)— 0,41, @)] 
oder | 


(4) DZ Put DU -PtRtNzU,,@. 


Drückt man nun U, „(z) nach (r) einmal durch P%-(z) und dann durch 


DD (2) aus, so ergibt sich aus (4) für P(2) und DF(z s die Rekursions- 
formel | 
df,. | 
(5) Ce 1 =ber-u+DSa,. 9) - PD.) 
wobei D# (2), bzw. D(z) für f, 


Ersetzen wir » durch —v— 1 in (4), so: folgt 


„(@) zu setzen ist. 


(6) (1) abe — + W)U_,,@+0W—W2U_,_,,®@- 


Drücken wir in dieser Gleichung wieder U, ;(z) durch P“(z) nach (1) aus 
und berücksichtigen dabei (17'5), so erhalten wir 


(7) ey =-#+Wpi, 


Nach (22°2) ist ferner 


(8) De (2) = sinz(v + N COS V 
‚#_y-1 2 


sin (u — 2) — in sinz(v — u) pP, (2). 


@)+r2P,@) 
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Ersetzen wir also schließlich U, „(z) mit Hilfe von (I) und (8) durch D5(2) 
und beachten, daß P#(z) der Gleichung (7) genügt, so sehen wir, daß auch 
D#(z) dieselbe Gleichung befriedigt, d. h. wir erhalten für beide’ Funk- 
tionen die Rekursionsformel 


af, @) 
(9) a1) Hl erzf,,)-0+m)5. 


Ziehen wir (9) von (5) ab, so folgt 


(10) u +V)f.,d - Pte, )+P+Wf_,,.@d) =. 


Durch (Io) sind die Formeln (I, 12-I) und (I, 36-1), durch (9) die Formeln 
(I, 12-7) und die entsprechenden aus (I, 36) auf «+0 und beliebige 
Zeiger verallgemeinert. 
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35. Eine Hilfsformel. Für das Folgende berechnen wir = i 


It 


dx | 
l-+asin?x’ 
wobei a irgendeine komplexe Zahl ist. Die Werte a S— 1 müssen wir 
ausschließen, wenn das Integral einen Sinn haben soll. Wir führen die 
neue Veränderliche z2=tgx ein. und erhalten 


7 2 +00 
1 /[.  d& 1 ‚. dx 1 dz 
(7) = 1} Troma sl ızsmı I Teiras 
TC l+asinz nz l+asinx nz 1+(1-a)z 
0 n 90 


-R 0. +R 
Abb. 34. 
| | ! (dz 2 
Um das letzte Integral zu berechnen, erstrecken wir \ ITUFaz über 


den in Abb. 34 mit Pfeilen bezeichneten geschlossenen Weg. Für den 


| “ ip 
vom Kreisbogen herrührenden Teil erhalten wir :R [ el 2: 
Ji1+(l+a) Brei? 
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der Betrag ist daher für alle genügend großen R nicht größer als 


JARBEEE:.. SOREHIBRE Y; IR. EUOREEE. DE 
| TEruraaee) zz |1+a|jR’ 
s | 0 


somit in der Grenze Null für R> + oo. Der vom geradlinigen Teil her- 
rührende Bestandteil ist für R> + oo das Integral (fr). 
Der Nenner des Integranden hat die Nullstellen + sie sind nicht 


VYi+a 


reell, da wir die Werte a < —1 ausgeschlossen haben. Eine der Null- 
stellen, sie heiße «, liegt somit in der oberen Halbebene, und zwar inner- 
halb des Integrationsweges für alle hinreichend großen R, die andere 
in der unteren Halbebene, sonach außerhalb. Nach dem CAUCHYschen 
‚Batze kann man den Integrationsweg in den kleinen Kreis K mit dem 
Mittelpunkt « und dem Halbmesser r verbiegen. Man’ erhält wegen 


ı 1 
nen 
(2) u 1-+a 
mit z=a+tre” undr-0 
dk. 1 | dz = ol dz 
[Hure |; zu | (2 —-o)(2-+«) 
K E l+a K 
2n 1 
=— al or = — TU, 
: 2a + re? 

infolgedessen 

u » | IFasma 8 

\ 


Weil « in der oberen Halbebene liegt und die Multiplikation mit — eine 
Drehung um — 5 bedeutet, liegt — i« in der rechten Halbebene. Führen 
wir daher a nach Formel (2) in die Gleichung (3) ein, so ergibt sich 
(4) ı f GEBE. SEN I 
". l+tasinxz Vita’ 

wobei jener Wert der "Quadratwurzel zu nehmen ist, dessen reeller Teil 
positiv ist. 

36. Asyınptotische Entwicklung der Kugelfunktionen. Im folgenden 


wollen wir Entwicklungen für P,(cos®) und Q,(cos®) für große reelle 
Werte von » herleiten. Wir greifen auf die Formel (27‘I) zurück. Sie 
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lautet für u=0 wegen (4-5) ' 


—inv v 
n ve wdun 
“ 2,@) = Asinnv | AI 


g 1-2zu+ w)? 


Wir lassen 2 auf der oberen Halbebene an den Punkt cosd#(O <d<xr) 
heranrücken. Es ist = e'®. 
die Gleichung 


(2) u=et(1—) 


Als neue Veränderliche führen wir # durch 


ein. «u hat am Beginn des nn C, im Punkte a’ (siehe 
Ziffer 27) denselben Winkel wie & somit 1—t den Winkel 0. Von den 


beiden Faktoren des Nenners im Integral 


1-ut=1—uelt=t 
und 
i=: € = u Peer te 
hat der erste in a’ den Winkel 0, der zweite in 5’ den Winkel 0. Setzen 
wir noch 
lare(1—e  <r 


voraus, so ist wegen 


er =? t 
are [1 — e"?(1—4)]=are(1— 9) + are (1 +3) 
auch 
are (1 + 3 —)| <rinb. 
Es wird 
Be 
| u’ du = oma | - ta -t’d 
(1— 2zu + 2)? Der oe 
| ee t Fuge t)” dt 
= —u, 
u e- 278) 2 “ 
EEE 2i9 4] 
-+5)i9 4 rn 1 
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Der Integrationsweg in der t-Ebene ist gemäß Ziffer 27 und (2) ein Doppel- 
umlauf um die Punkte 0 und 1. Ist v»> —1, so können wir ihn nach 
dem Vorbild von Ziffer 16 auf die Strecke (0, 1) zusammenziehen. Man 
erhält | 


o 1 0 1 
f=f-[-e" [He [=2+ ze) [=4ie er sin (. 
1 09 i Ö 
Damit ergibt sich aus (I) und (3) mit A>0 


er I»; +7 | f 1 ’ =. 
4) 1 | 47 UOHAFIRER EEE 6 0) Ee\., he 
(4) lim (00604 Ai) Pens, i ? 1b) (i+ 0) dt 


Nach (35-4) ist 


1 n 
N 2 1{ .  d 
(+ 2i9 d Tas 2 
1+ 58 sin 
0 
1 * tsin? v 22 sin® v {% sin?#y 
ER. Hat —— ee — fd, 
1 — e2i91\2 tsın? 917 
[| ae a eig | 
0 
daher wird aus (4) 
/ 
(5) lim D, (cos® + ki) 
I 
3 
I IE — Ä — 2 
ee P+3 u ı wa 2 „la, t? sin®v 
. Bu er (1 — ei?) 
1 
RER 
b t " sin» 5 | 
2 | a) 


Nun ist für positive ganzzahlige n durch fortgesetzte teilweise Integration 


1.3- See 
2° 


IT 
1 . 
ji vdv = 29, 
ö 
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und gemäß (7-I), (7:8), (4-1) und (45) 


1 

IE 1yd Bln+3, +1) 
r({n+5) 7641) sales) rg) re+n 
pie) lee 


= 1-3- @n—-YYar +1) 
(2v»+3)(2v» +5) (2v»+1+2n)T +; 3) 


daher wird aus (5) 


(6) lim D,(cos® + hi) 
h>0 
_,esa)lizesoif .ı ___® en): 
z 3 EE T 727 er 
rbr+t5) (2 sin 9)? (2sin®)? 
„32 ‚ -2(#+2) 
ea are 
(2 sin 9) ? 
SER -&-1 (#43); 
— 1)%-1.12.32...(2k — 3)2 2 
au | ( ) : | (2k )2 e | 
2 


2.4...(2k—2)(2v +3) (2v+5)--- (2v»+2k —1) 2sind) 2 


1 
U fan tunen, aufs un)" na 
e et in® . (2: sin 0 Mind zu 


37. Abschätzung des Restgliedes. Um das Restglied abzuschätzen, 
beachten wir, daß für den in Frage kommenden Bereich 


tsin®v | wtsin?v ec 
(1) DA een 9] = | Gang (0059 -sind) 


v 3 | 
= Ts 28m Hy 2 
=|1 5 sin“ v 5tetgö sin o| 


> 1— sin?o —ı 


2 
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ist. Der Betrag des Restgliedes in (36-6) ist daher nicht größer als. 


2Yr Te+ 1-32. 0 
ts 3\ 2-4. -2k2r+3)(2v +5) (29 +2k+1)’ 
k 3 

(sind) ® rr+ 5) 


d.h. nicht größer als der doppelte Betrag des entsprechenden Gliedes 


k+- 

in der Entwicklung mit (2sind) ° im Nenner. Nach (23-6) ist 
lim D, (cos® + hi) —(Q, (cos®) — m P,(cos®), 

h>0 


somit erhält man Q,(cos®) und P,(cos®), wenn man (36-6) in den reellen 
und imaginären Teil spaltet, also 


(2)  P, (cos) ron ler 


. ee Mn 
Im r+5) | (2 sin 8)? 
12 eos| (+5) 8 — — 
2(2v + 3) R2 
| (2sin 9)? 
| ee os|(r+ a ei 
Ta. 025 2v+3)(2v» +5) 2» +2k-—1) 2k-1 N 
(2sind) ? 
ze P,,k (cos d),. 
wobei 
| 4ılv-+1) | 12:32... (2k — 1)2 1 
|?,,, (cosd)| < verl+3) 2-4: hl HB) Hd): -Ovtoktl)  5,* 
2 (2sind) ? 


2k—1 (2k—1)n 
yet. 3... (2:9 cos |r+ 2 )e+ | 
| Ä DE (2sin®) ? 


+ 9,,, (608 B), 


pP. 
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wobei 
— ITv+]l) 12-32. .-(2%& — 1)? =. REN ER: 
19,,, (cosd)| <2 rn Th. FED F (2er +2 N) a 
(+ 5) (2sin®) ? 


. ist. 


Aus (6-4) erhalten wir, wenn ®,, ®,, ®,, d, positive echte Brüche sind, 


In re) — ( + 5] nv Del) PIE = er 
= +3) (art, et) +5 
+1) (Int at) 

1 | d, 


BEUEFEER.. CUBE AERIEBER..; ESENE A. ARE 
24-1) +5) en +5) 


| =, 7 95 (1 1 
tt et 


1. d, d, 
T 120#+1)(2v+3) 360 + pr 45 (2v + 3)3° 
daher 
3) at 
+ 5) „2 „? 


wobei |R,| für »-> + oo beschränkt bleibt. Es ist also 
vr 1 1 

(4) EN ct 
T (+ 5) V» 


für alle genügend großen ». 


Diese Behauptung gilt für alle v»>0. Denn wenn » so groß ist, daß 


I®+]) 1 


r(+3) 


174 II, $ 4. Asymptotische Entwicklungen. 


ist, so folgt daraus, weil nach (4-1) 
)_» T). 
3 ne 1 
= re+5) +5 T+5) 


denn 


solange v»>1 ist. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt sich die 
obige Behauptung. 
Damit erhält man für positive v 


| | A 
(5) |?,,„(eos 9], |q,,„ (cos d)| < eg > 
(sind) ? 
wobei A, von » und nicht mehr abhängt. Ist außerdem e<9® <n—e, 


so gilt 
(6) Ip,..(c0s®)l, Iq,.(cos ®) 


v 2 


wobei B, von» und ® nicht mehr abhängt, wohl aber von e. 
Führen wir (3) in (2) ein, so erhalten wir für e<®<n-—e 


| P,(cos d) — Vans sin [( + 5) d- 7 +9, (cosd), 
Io, (cos ®) = Vi cos k 7 5) d +3] + 9, (cos), 


wobei |p,(cos ®)|, |q, (cos 9)| 2 ist und C nur von e abhängt. 


= 
v 


Um eine noch weitergehende Abschätzung zu erhalten, greifen wir auf 
die Formel (36-4) zurück. Nach (23-6), (I), eu (78), (4-5) und (4) ist 
1 1 


| ? 
IQ, (cos |, Z|P,(c0sd)| < Br) 14 BEZ) ei dt 
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also 
le (cos 9) < jo 
Tvsın 
(8) 
19, (vos d)] <VYe vsin® 


für v»>0 und O<d <a. 
Es gilt demnach statt der in Ziffer (I, 24) erhaltenen die schärfere 
Abschätzung 


IP, ES —z e 
VYn»yi-® 

Damit haben wir die Gültigkeit des Entwicklungssatzes von Ziffer. (I, 30) 
auf den Fall ausgedehnt, daß _ ol integrierbar bleibt. Die Abschätzung 

i— 

(8) für P,(cos®) stammt von Een aber nur in der Beschränkung 
‚auf positive ganzzahlige Zeiger. Für beliebige positive Zeiger wurde der 
Beweis erst von HOBSON?) erbracht, der die Abschätzung auch. auf Q, (cos®) 
ausdehnte. 

Die erste der Formeln (7) für ganzzahlige v—=n ohne Restglied findet 
sich zuerst bei LArLAcE®). HEINE?) gab für beide Kugelfunktionen asym- 
_ ptotische Entwicklungen für positive ganzzahlige Zeiger und komplexe 
Veränderliche, aber ohne Restglied. Die erste genaue Abschätzung des 
Restgliedes stammt von DARBOUX°). Auch er beschränkte sich auf den 
Fall positiver ganzzahliger Zeiger bei komplexen. Veränderlichen. Erst 
HoBsoNn®) gab eine Abschätzung für den allgemeinen Fall. 


38. Integraldarstellung für P,(=). Für Anwendungen in der Physik 
ist es wichtig, auch eine asymptotische Entwicklung von P,(z) für großes 
|v] zu haben, wenn » nicht reell ist. Wir leiten zu diesem Zweck zuerst 
eine passende Integraldarstellung für F (2) her und gehen dazu von der 


Formel 


(2) P,)=Flr+1,—, 1,5%) 
aus. Sie folgt aus (17-3) für m = 0 mit Hilfe von (4-2). 


ı) Ta. J. STIELTJES, Ann. de Toulouse 4 (1890) 61. 

2) E. W. HoBson, Proc. London. Math. Soc., 2. Serie, 7 (1908) 25 und 30 (1929) 
239. 

2) P. S. DE LAPLACE, Mee. celeste, Bd. 5, Buch 11 und Ergänzung zu Bd. 5. 

*) Siehe das in Ziffer 32, Fußnote 1) genannte Buch, S. 175—182. 

5) G. DARBOUX, J. Math. pur. appl., 3. Serie, 4 (1878) 5 und 377. 

6) E. W. HoBson, Phil. Trans. 187 (1896) 486. 
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Wir untersuchen f (1— 2)” (2—t) ”""'dt. Dabei sei Xv)> —1-+6 
Ö, f 

(ö positiv beliebig klein), X (7) beschränkt, z liege in der oberen Halb- 
ebene, wobei die reelle Achse durch eine beliebig nahe Parallele und das 
Unendliche durch einen beliebig großen Halbkreis um den Nullpunkt aus- 
geschlossen sei. Der Integrationsweg C,, soll in der oberen Halbebene liegen, 
im Punkte +1 beginnen, den Punkt z im negativen Sinn umlaufen, ‘dabei 
— 1 außerhalb liegen lassen und wieder nach +1 zurückkehren. 

Das Integral konvergiert absolut und gleichmäßig bezüglich v und z 
in den angegebenen Bereichen. Denn in einer hinreichend kleinen Um- 
gebung des Punktes 1 gilt die Abschätzung 


en 


somit für den in dieser Umgebung liegenden Teil der Kurve C,, wenn s 
den Bogen von 1 bis t bedeutet, 


€ ö 
Me) Str —=My>0 


mit e> 0 unabhängig von v» und 2. Das Integral ist sonach in den ge- 
nannten Bereichen eine analytische Funktion von » und z. 

Wir setzen fest: are(1+1)=0 für -1<t<-1, arc (<—t)—=arc(2—1) 
im Punkte {=1 am Beginn des Weges, t—1 —e" 1 —t). Es ist also 
larce(—1)!<r auf C,. Die Winkel von z und z+1 sollen wie immer 
gemäß der Übereinkunft von Ziffer 15 gewählt sein. 

Wie in Ziffer 16 bilden wir die t-Ebene durch die Gleichung. 

t— 2 = &— 1) uw—]) 


auf die u-Ebene ab. C, geht dabei in eine Kurve C, über, die, von 0 aus- 
gehend, den Punkt 1 im negativen Sinn umläuft und dann nach 0 zurück- 
kehrt. Nach den Festsetzungen über die Winkel ist 


—|<r 


larceu|—= |arc 


2—1 


und 
jarc2 + (@— 1)u]| = Jare(t+1)|<r 

auf O,, ferner 
0 | atne 
arc(1— u) = am von (0, 
— 2n. |Ende 


und v—- 1=e"(1— u). Schließlich können wir C, und damit C, nach 
dem CAUCHYschen Satz so verbiegen, daß außerdem auf dem Wege dauernd 
(«— 1)u| < 2 ist, wenn wir noch |2— 1] <2 voraussetzen. 
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Dann wird 


2) ,[1-PP’@—-) dt 
Er 


1: 


= [Ww—1)”'f2+ (2 — 1)u]’ du 
& 


1—z 


2 


— Pe'" [w d-W1li- u)" du 
0 


— eirr | [w (1 _ ee du 
C 


6 


[ yr! . y (v = 1) . -(v—n-+ 1) ra u)” Tau 
n=1 I —, 
074 


Wir können Summen- und Integralzeichen vertauschen. Zufolge der 
gemachten Voraussetzungen konvergiert nämlich 


7 (-1)* 
2 n! 


n=1 


vw — 1). v—n-+]1) =)" 
auf C,, gleichmäßig, d. h. es ist 


oo 
=1 


N 


1% 
+ R,; 
n=1 
wobei IR,| <e für alle k> N, wobei N von 2 und « nicht abhängt. So- 
mit ist 


[ ye L vw— 1) v—n-+]) (5 wu — u)’ Ida 


ko. an a 
_ „ed SR REN ER Be [era-wr au 


0% 


0 
wobei 


[R,w(1— u)" du 


<e [EL —u) du] 
1% % | 


beliebig klein wird wegen der absoluten Konvergenz von f w(1— u) ”"'du, 
C 


die man ebenso beweist wie vorher die von f (1 — 12) (z 4 id. 
C, 
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Nach dem Verfahren von Ziffer 18 und (I, 16) ist für -1<2R()< 0 
gemäß (7:1), (78), (41), (43), (4'4) 
[wra-WTdu=Be+n+1—v) [1 e"e+9] 
cı 


2inv Iv+n+ I) v) 
a 


TEE AL) ei due BE ne) Tv +1) T(—») 


n! 


irv rm Freie ei 


— 2rrie ma. 
N! 
pP —v—1 Be Zins TU . Tv 
en) du=—(1-e nn, — nie 
Damit wird aus (2) nach (8-6) 
3) fu-Wwe—-yr7d 
26, 
sl TeP+D)P+2)..@+Hn) (rm) (Pr +1). -(-v+n-—1) (1-z\n 
= zilı 22 ee 7 u. | 
= rirl+ a ) 
oder gemäß (I) 
1 \v _/— 
(4) P, (2) er f 1-2’ (@—t) "dt. 


6, 


Diese Formel gilt durch analytische Fortsetzung, solange beide Seiten 
analytische Funktionen von v und z sind, allerdings mit der Voraussetzung, 
daß z in der oberen Halbebene liegt. Diese Beschränkung ist durch die 
Festsetzungen über die Winkel bedingt. 
39. Umformung der Darstellung. Wir schreiben nun 
(r) fa-W @-y""d=1,—1,. 
C 

Dabei möge I, das über denselben Integranden längs der Strecke (—1, +1) 
erstreckte Integral bedeuten. Die Strecke können wir gemäß dem CAUCHY- 
schen Satze ohne den Wert von I, zu ändern, zufolge der Konvergenz 
des Integrals nach dem Vorbild von (I, I6) stetig in eine die Punkte +1 
verbindende Kurve verbiegen, wenn dabei der Punkt 2 nicht überstrichen 
wird (z. B. in Abb. 35 die Kurve in der unteren Halbebene). Für 7, 
haben wir dann nach (I) das um /| vermehrte Integral der vorigen Ziffer 
zu setzen. Der Integrationsweg von ], besteht also aus der Strecke 
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(—1, +1) und der Schlinge um den Punkt 2. Er kann nach dem CAUCHY- 
schen Satz zufolge der Konvergenz des Integrals in den Weg von Abb. 36 
oder in die Kurve in der oberen Halbebene von Abb. 35 verbogen werden, 
ohne daß der Wert von I, geändert würde. 

Um den stetigen: Anschluß an die in der vorigen Ziffer getroffenen 
Festsetzungen über die Winkel zu erwirken, setzen wir are(1+!)=0 


Abb. 35. Abb. 36. 


für -1st<s +1 und are (2 —t) = arc (2 +1) im Punkte t= —1. 
‚Damit erhält man aus (38-4) und (I) die im folgenden benötigte Integral- 
darstellung 

I,— I 

(2) BIT. 


9l+tv ni 


40. Sattelpunktverfahren. Um 'asymptotische Entwicklungen der 


‚beiden Integrale /, und /, für große |v| zu erhalten, gehen wir so vor: 
2-1 


-]Nn . — 
1-? Sein 


wir schreiben den Integranden in der Gestalt (—t)-!e 
N (vi = :) 
ı-2) 
Wir werden nun versuchen, mit Hilfe des CaucHYschen Satzes ohne 
Änderung des Integralwertes den Integrationsweg so zu verbiegen, daß auf 


. Betrag ist | —1|!e 


ihm R I In ) möglichst rasch bis zu einem kleinsten Wert abnimmt 
und dann ebenfalls wieder möglichst rasch ansteigt. Dann kommt näm- 


lich für die Berechnung des Integrals nur die unmittelbare Umgebung 


A 
T-E® die Zerlegung 


dieser Funktion in ihren reellen und imaginären Teil, ebenso 


dieses kleinsten Wertes in Frage. Es sei u+ iv—=»In 


(1) i=X-+iY 


die von t. Wir haben also die Richtung schnellster Änderung der Funk- 


tion u(X, Y) zu suchen. Diese ist durch grad u gegeben, somit senkrecht 
Lense, Mathematik. A, Bd. 23. | 12 


180 II, $ 4. Asymptotische Entwicklungen. 


zu den Kurven v(X, Y) = const, d.h. durch die Kurven »(X, Y) = const 
gegeben. 

Man kann das auch so erkennen: die Änderung einer analytischen 
Funktion ist in unmittelbarer Umgebung einer Stelle proportional der 
Ableitung, also von der Richtung unabhängig. .Soll demnach in einer 
bestimmten Richtung die Änderung des reellen Teiles am größten sein, 
so muß die des imaginären am kleinsten, d.h. Null sein. 

Wir suchen hiernach das Integral men einer Kurve zu erstrecken, 


5 fest bleibt, und auf ihr den 


auf welcher der imaginäre Teil v von vInZ 


Punkt zu bestimmen, in dem % seinen a Wert annimmt. Die 
Ableitungen von u und v in Richtung dieser Kurve müssen daher ver- 
schwinden, somit auch die Ableitung der Funktion nach it. An dieser 
Stelle hat « insofern einen kleinsten Wert, wenn man ihn mit den Werten 
von u auf der Kurve v = const vergleicht, dagegen nicht, wenn man ihn 
mit allen Werten der zweidimensionalen Umgebung der Stelle in der 
(X, Y)-Ebene vergleicht. Denn u hat als Potentialfunktion niemals einen 
größten oder kleinsten Wert im Innern eines Regularitätsbereiches. Die 
Fläche Z=u(X, Y) hat somit an der betreffenden Stelle einen Sattel- 
punkt. Daher stammt der Name des Verfahrens. 

Es besteht also zusammengefaßt in folgendem wir bestimmen die 
—- 
biegen den Integrationsweg womöglich in wos en den Sattelpunkt 


— Q ist, und ver- 


Sattelpunkte, d.h. jene Werte 1, von t, für die % 


gehende Kurve, längs welcher sich der imaginäre Teil von »In 277 nicht 
ändert. 


Es ist für das Folgende praktisch 
(2) = Loft 


zu setzen und ©{=&-+in in seinen reellen und imaginären Teil zu zer- 
legen. Für 2 ergibt sich damit die Zerlegung 


(3) 2—=(of&cosn+iöin£&sinn. 
Weil zin der oberen Halbebene liegen soll, können wir &>0 und O<n<z 
annehmen. 
Nun ist 
d. 2-1 
(4) Po te 


daher für die Sattelpunkte ti, 
5224, +1=0, 
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somit 
ER. a ?zh_1,rt 
iu = e und war, 
mit are ı = Fn+2ke (k ganz). Für —1<ti<-+1l ist nach den 


5 zn <n. Aus Stetigkeitsgründen 
ergibt sich danach für die durch i, gehende Kurve v9 = const 


PRONS über die Winkel are 


1 a 2 1,_2-h s ee 
2 (ni) =R (I) mit k=0 


oder 
(5) 2 (5 In — u) = rn 


oder 


36 (In nn +in2e*i)] 0. 


41. Gleichung des Integrationsweges. Wir wollen nun die Gleichung 
der Kurve (40-5) in rechtwinkligen Koordinaten (X, Y) aufstellen. N ach 
(40-I) und (40-3) ist 


2—t [X — Sen = Sin &sin „)] (X? — ae, 0... 
1-27 (X2 — Y2?—- 1%? +4X?Y2 

„/1 z2—1t 
Ser le (X? — Y?— 1) Sm&ösinn+ 2X Y Cof£cosm 
OU XR+7R— 1)— (X —- Y?— 1)Cof&cosn— 2XYSinEsinn ” 


somit nach (40-5) 
(1) YX®+rR+1)+(&2— Y?— 1)Sin&sinn—2XYCof£cosn 
— +tgn [X (X? +7? — 1) — (X? — 7? — 1) Coj&cosn — 2XY Sin &sinn]. 
Wir können uns in dieser Gleichung auf das obere Zeichen beschränken; 
denn die Gleichung mit dem unteren Zeichen erhalten wir, wenn wir bei 
& und n gleichzeitig das Zeichen ändern, d.h. £ durch — {ersetzen oder die 
beiden Sattelpunkte vertauschen. 

Wir multiplizieren Gleichung (I) mit cosn und schaffen alle Glieder 
auf eine Seite: 

(Y cosn — Xsinn) X +Y79)+Ycosn+Xsinn 
+ (X? -- Y2— 1)(5in&+lofd)sinncosn 


— 2X (LofE cos?n — Sin E sin?n) =0. 
12* 


E 
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Diese Gleichung läßt sich auch so schreiben: 
(Ycosn— Xsinn) [X(X—ecosn) + Y(Y-—esinn) + e(X cos 7 
+ Ysinn)]+ Ycosn+Xsinn+ (X?— T?—|]) e sin c08N 
— XY [e® (cos?n — sin?n) + e"*] = 0 
oder | 
(Y cosn — X sinn) [X (X — e cosn) + Y(Y— e*sinn)] 
+ Ycosn+ Xsinn— esinncsn—XYe*’=0 
oder schließlich 
(2) (Ycosn— Xsinn) [X(X —e’ cosn) + Y(Y—e’sinn)] 
— e*(X—ecosn)(Y—esinn=0. 
Legt man den Nullpunkt des Koordinatensystems durch Parallelverschie- 
bung‘ des Achsenkreuzes in den Sattelpunkt e° =e* (cosn+isinn), 
indem man | 
es — X— ecosn, 
Y=-Y-esinn 
setzt, so erhält man die Gleichung 
(3) (Y’eosn— X’ sinn) [X’ (X’-+ e‘cosn) 
+ Y(” +esnN)]— "X rY’=0. 
Die Glieder niedrigsten Grades in X’ und Y’ sind vom zweiten Grad, 
der Sattelpunkt ist also Doppelpunkt der Kurve. Jede Gerade Y’’=4AX’ 


durch diesen Punkt schneidet die Kurve noch in einem weiteren Punkt. 
Tatsächlich erhält man 

(Acosn — sinn) [X +ecosn+AAX +esinn)]—Ae”— 0 
oder 


x 22 e cosnsinn-+ A(e cos2n— e”?) — e cosysinn 
— (sinn — Acosn)(1-+ 22) ’ 


somit eine rationale Parameterdarstellung der Kurve, die in den ursprüng- 
lichen Koordinaten folgendermaßen lautet: 


12 ef cosysinn- Ale c0os2n—e”?) — ecosnsin 

a Ar e* cosmsinn+ Ale cos2n—e * cosysinn 

(4 X=ecosnt (sinn — Acosn) (1 + A) 
eng emo teenee 2 onen, 


(inn—Acosn)(1+ 42) 


a2. Eigenschaften der Kurve. Aus Gleichung (41:1) berechnet man für 
die Abszissen der Schnittpunkte der Kurve mit der X-Achse die Werte +1 
und e’ cosn. Die Y-Achse schneidet die Kurve nur in einiem reellen Punkte; 
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seine Ordinate ist e‘ sinn. Ersetzt man in der Gleichung (41-1) Cof&cosn 

durch X, Sin&sinn durch Y, so werden beide Seiten Null, der Punkt z, 

dessen Koordinaten durch (40:3) gegeben sind, liegt also auf der Kurve. 
Wir führen zur Abkürzung 


(1) g(A) = Me cosnsinn+ Ale cos2n— e”*)—e’ cosnsinn 


ein. Damit lauten die Gleichungen (41'4) 


=e a a nn 
(2) X=e SENT na Non 


(sinn —Acosn)(1-+ 42)" 
Man erkennt daraus: 

Die Kurve schneidet die uneigentliche Gerade im Punkte mit dem 
Parameter A=1tgn, die beiden anderen Schnittpunkte sind wegen des 
Faktors 1 + A? imaginär. Sie hat daher nur eine Asymptote, die Tangente 
in dem genannten Punkte. Ihre Gleichung lautet 


(3) Ycosn— Xsinn=e”* 


cosn sinn. 
Setzt man nämlich (2) in (3) ein, nachdem man diese Gleichung zuerst 


durch 7 homogen gemacht, also in der Gestalt 
(4) Ycosn— Xsinn— Te’°cosnsinn = 0 
und (2) in der Gestalt | 


X=e cosn (sinn —Acosn)(L+A)+g(A), 
(5) Y=esinn(sinn—Aeosn)1+A)+Ag(A), 
T=(sinn—Acosn)(1+4%) 


geschrieben hat, so erhält man aus (4), (5) und (T) 


(A cosn — sinn) [g(A) + (1+42)e”*cosnsinn]=0 


oder 
(A. cosn — sinn) [A2 (e + e”*) cosnsinn 

+ A (e cos 2n — e”*) — (e — e”*) cosnsinn] = 0 
oder 


(A cosn — sinn)? [A ( +e"*)sinn+ (e —e”*) cosn] =.0, 


d. h. die Gerade (3) berührt die Kurve im Punkte /=tgn, in dem die 
Kurve von der uneigentlichen Geraden T = 0 geschnitten wird. 

Aus (41-3) ergeben sich die Tangenten im Doppelpunkt durch Null- 
setzen der Glieder niedrigsten (zweiten) Grades: 


(Y’cosn — X’ sinn) (X’cosn + Y’sinne — X’ Ye’=0 
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oder geordnet, 
— X’?sinncosn + X’ Y’ (cos?n — sin?n— e"**)+ Y’?sinn cosn—=0 


oder 
X’2— 2X’ Y'.[etg2n — (e*sin2n)"]—- Y?=0. 


Die linke Seite dieser Gleichung läßt sich in die beiden Faktoren 


(6) X’ — [etg 2n — (e’” sin 2n)'+YD] r” 
spalten, wobei 
(7 D=1+ [eig 27 — (sinn) 'P 


ist. Null gesetzt, liefern sie die Gleichungen der Tangenten im Doppelpunkt 
(Sattelpunkt). Die Tangenten sind wegen (6) reell und verschieden, der 
Doppelpunkt ist ein Knotenpunkt. 

Soll die Kurve in eine Gerade und einen Kegelschnitt zerfallen, so muß 
eine dieser beiden Tangenten die Gerade sein, d. h. die Glieder dritten 
Grades (X’°+ Y’2)\(Y’cosn— X’sinn) in Gleichung. (41-3) müssen 
durch den betreffenden Linearfaktor teilbar sein. Da diese Faktoren reell 
sind, X’2-+ Y’? sich aber nicht reell spalten läßt, erhält man aus dieser 
Bedingung gemäß (6) die Identität | 

Y’ctgn— X’ =[etg2n— (e*sin2n) "+ YpIr’ — X, 
somit | 
ctgn = ctg2n— (esin2n) "+ |D 

oder 

D= [(e sn 2n)"— etg2n+ctgn], 
daher nach (7) 

1= ctg?n — 2ctgn [etg2n — (e*® sin2n)'] 

oder 


28 


sin®nsin 27 — cos®nsin2n + 2cosnsinn cos2n — 2e””” cosnsinn — 0 


oder 
sinncosn—(, 


somit n = 5 wegen O<n<r. Die Kurve zerfällt gemäß (41-3) in die 
Y’-Achse und den Kreis | 


X? + (7 — Sind)? = Loft. 


Der Mittelpunkt des Kreises ist zufolge (40:3) der Punkt z. 
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43. Gestalt der Kurve. Nach Ziffer 41 ist 


ale sinn 
X—e cosn 


Es sind also gemäß (40-3) folgende Werte vont—=X-+-:Y und A einander 
zugeordnet: 


(1) —1, oo, 2 1, e® cosn, 
I ; 
Eon. £ 
0, EEE tgn, Cg&tgn, — N, 
| Peru götgn an © 


Alle diese Punkte t liegen zufolge der vorigen Ziffer auf der Kurve. Wir be- 
rechnen mit diesen. Werten g(A) aus (42-1). Es wird 


(0) =—e& cosnsinn, 
esinn sin 3£ 
FE cosn+1 -) = (e cosn +1)2 ‚le 
+ (e? cosn + 1) (e* cos 27 — 1) — (e cosn + 1)? e? cosn] 
et+2ecosn+t1l. u 2e(Cof&+cosn)sinn 
Bu 7777 TB 7777 u, 


& 


g(tgn) =tgn [e* sin? + (ef cos 27 — e”°) — e con] = —e”*tgn, 


t 
eig ten Ele + ei)? esin?n 


E (e* __ ee) (e® cos 2 n— e”*) Pt (e en e?)2 e cos? n] 


(2) (ed — e 8,2 (e e cos 2 N + e »5) 
4. " 


ler: alle +e pP sindn + (de? oo] 
— e** sinn cosn (Etg?&tg?n +1) „ 


[e?* sin?» cos 


[ e sinn )= sin? 


e&cosn—1/ (ecosn—1)? 


+ (e cos. = 1) (e2* cos 2n — 1) — (e cosn — 1)? e® cos n] 
ee —2eoosn+i R 

= sinn 
(e&cosn — 1)? 

2 ei(lofE— cos n) sin 7 
een —1E 


3 


lim g(A)=+ oo für cosnsinn>0. 


i>to 
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Wir setzen zuerst O<n< 5 voraus (Fall I). Es ist 
con <Lofg, 
(CofE— Sind)e cosn <KCof£, 
(Eig&— ef cosn <etgE, 
Ltg &(e cosn—1)<e® cos N, 


e* sin N 
un 
U ee 1 
Im Falle des oberen Zeichens sind also die Werte von A in (I) nach ihrer 
Größe geordnet, im Falle des unteren Zeichens ist 


& 


für e cosn<1. 


e*sinn 
ecosn —1 = 
Den Doppelpunkt e’ der Kurve erhält man gemäß Ziffer 41-und (42-2) 
für g(A) = 0. Wir bezeichnen die beiden Lösungen dieser Gleichung mit A, 
und A,. Verfolgt man die Änderung des Vorzeichens von g(A) an Hand 
von (2), so sieht man, daß 


A, <0<ten<i,<(tgätgn 


ist, Die Punkte t aus (1) werden daher auf der Kurve in folgender Reihe 
durchlaufen: 


& 


oo, —1, ie sin N, ee, e cosn, 1, 2, e, 0, 


wobei noch e* cosn und 1 ihre Plätze tauschen können. 

Es ergeben ‚sich damit Abb. 57—39; Abb. 37: entspricht dem Fall 
ecosn>1, Abb. 38 dem Fall e cosn <1; die unter dem Winkel n 
gegen die reelle Achse geneigte Gerade ist: die Asymptote der Kurve. 


Abb. 39 zeigt den Falln = =, in welchem die Kurve gemäß Ziffer 42 in 


2 B) 
die Y-Achse und den Kreis mit dem Mittelpunkt z zerfällt. 
Ist 5<n <rz (Fall II), so setzen wir n=n —r* und X = — X*; 


damit ergibt sich wieder die Kurvengleichung (41-2), nur ist X durch X* 
und n durch n* ersetzt. Wir brauchen also nur die Kurven des Falles I 
‘an der Y-Achse zu spiegeln, um die des Falles II zu erhalten. 


44. Berechnung des Integrals I,. Nach Ziffer 39 beginnt der Integra- 
tionsweg für I, im Punkte —1, ‚umschließt den Punkt z und endigt im 
Punkte +1. Wir können ihn also nach dem CaucHvschen Satz in die in 
Ziffer 41—43 untersuchte Kurve verbiegen, ohne den Wert von I, zu ändern, 


und zwar benötigen wir von der Kurve den von —1 bis +1 reichenden 
Teil Z,. 
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Wir führen 


(1) ee = 


ein. Nach (40-5) wird L, auf die doppelt überdeckte, positive reelle Achse 
der r-Ebene abgebildet. Zufolge (I) und (40°2) entsprechen den Werten. 


Abb. 37. 


= 00, 2, e, +1 die Werte r=— oo, — 00, 0, + oo. Bewegt sich also 2 
auf L, von —1 bis e’, so durchläuft r die reelle Achse von + oo bis 0; 
überschreitet 2? den Punkt e° und läuft bis +1, so kehrt rin 0 um und 
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wandert nach + oo zurück. . Denn 7 = 0 ist Verzweigungspunkt, weil die 


Ableitung von (I) nach t und damit EB im Sattelpunkt, also für 7=0, 


nach (40-4) verschwindet. 
Wir erhalten aus (1) 
PR De=2e (— Cofd), 
RB—-2e tt Te 1—0, 


ze Ve2e-?° _ e2e-T_ ee], 
1 1 
2) i-e=+(1-e!N?(1-—eN)?—e(i—e”") 


ı 1 1 
un 0: n+— oo 
= +1’ +36, 
4 n=1 | n=1 
für alle genügend kleinen |r|.. Mit Rücksicht-auf are (e) = wollen wir 
(1— e?°)? positiv für n = . nehmen. ‚In diesem Fall ist Z, der durch 
e’ gehende Kreisbogen von Abb. 39. Das obere Vorzeichen in (2) liefert 
für den Vektor t — e’ einen Winkel nahe bei Null, weil das Glied ‚niedrigster 
Ordnung positiv ist; es entspricht also dem Teil der Kurve zwischen e° und 
+1, daher das untere dem zwischen e’ und —1. Aus Stetigkeitsgründen 


gilt das auch fürn = 5. 
Die Gleichung (2) liefert 


di 1 u y 1 n—— S n—1 
N= = 


\ 


1 1 oo 1 ©. 
2—t=2—eF(1-e’)2r? FF) a,r 2 — )bT”, 
nl ! 


n=]1 


oo i [6 e) 
(2— 1)" = e-eyif1+ Not °+ Far) 
Nn=N n=1 
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ad, 1 


(3) 2) > ee: 


dr 
Rn. 5 n+ ex,, 

tymı tb. 
n=0 


Dabei ist. 1 — e—=(1+e)(1—e) mit Jare(l+ e)|<n aus Stetig- 
keitsgründen, weil wir are (11) = 0 für -—1<ti<+1 gesetzt haben. 


Abb. 38. Abb. 39. 


Ferner ist nach (40°2) 


ae = — Sinl=— Sin£cosn—ilojfgsinn, 


_ 


demnach rein imaginär für 7 =5 und hat das entgegengesetzte Zeichen 


von n. arc(2—t) geht gemäß Ziffer 39 von are (2+1) bis are(@— 1) — 27, 
wenn t den Bogen L, durchläuft, daher ist arc (2 — e°) — —5 fürn = 5 


somit 2— e° =; e-’(1— 2°), wobei sich die Winkel beider Seiten 


N 
dieser Gleichung nicht mehr um Vielfache von 2x unterscheiden, weil 


arc(e°) = 5 und are1—e)=0 fürn => ist; infolgedessen ist in 


demselben Sinne. 
1 1 1 


2 eye? -elite) ?i-—ed) 2. 


vol m 


(4) 


Die Reihen in (2) und (3) konvergieren in einem Kreis um 7=(), der 
durch den nächsten singulären Punkt der betreffenden Funktion geht. 


Dieser ist durch z —() oder oo, d.h. gemäß (40-4) durch t=e*° ge- 


geben. Denn die Werte =--1 oder 2 kommen nicht in Frage, weil sie 
auf T=-+ oo führen. Die e*° entsprechenden Werte sind = 2kni, 
26 +2krni (k ganz) nach (I), z,=0 natürlich ausgenommen. Schließen 
wir die singulären Stellen durch genügend kleine Kreise aus, so ist nach 
(2) und (3) 


(5) 


(2 — 9 <Aekhl, 

wobei die positiven Zahlen A und K nur von z, aber nicht von r abhängen. 
Nun berechnen wir I, Wir setzen |v| genügend groß und 

larc v|< 5—9(6>0) voraus. Nach (39:1) und (I) ist der Integrand 

von I, 


(eire’'(2— 1)", 
infolgedessen 


6. Be rei J [en =... dr + [ u [u ar ie) 


„vor“ und „nach“ bedeuten die Werte der betreffenden Funktion vor und 


nach der Umkehr von rim Nullpunkt. Für (2 — 1)! z setzen wir nach 


(3) und (4) 


nt ee, a ei 
el) Tr’ + VbU+HR,: 
n=0 n=0 
wobei die öberen Zeichen die Werte nach, die unteren die Werte vor der 


Umkehr liefern. Damit wird aus (6) 


1 


Io 
(7) L,=Fe'Weli—e*) ? fer ® dr 
ö 


oO 


1 
‚k-2 © 2 
+ 2 ))a, fe” z dr+ fe ’’(R, — R_)dı|. 
ö ö 
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Das letzte Integral zerlegen wir in [ z [ + f ‚ wobei die positive 
Zahl r kleiner als der Konvergenzhalbmesser der Reihen in (3) sein soll. 
Damit erhält man nach (3) und (5) mit passendem, positivem, von n und 7 
unabhängigem B folgende Schranken: 

1 


r x De a . k-— 
(8). era, — R.Jar < 2Bje*@z ?dar<2Bje*mMr ?dr 
m) 0 0 


und 

oo BERN R R \ oo -RG)-Klr ] BE [IR )- Kir 

ie (R, — „Jdei<2Bfe ı=2B gg: 
Wegen der Voraussetzung über |arc v| können wir nach Ziffer 2 berechnen: 


1 3 
Pe - N-—- — 


a n+ 
(9) je ? dı=»v Tin+5)- 
ö 
1 
Bi 
Die erste der Schranken (8) lautet danach 2BI (% + 5) [R(v)] - 
man kann also beide Schranken (8) für alle genügend großen |»| in 


1 


-k-—. 
209] ? 
zusammenfassen, wobei die positive Zahl Ü von v nicht abhängt. Sonach 
erhält man schließlich aus (7) mit (9) und (4-5) 
1. „se 


N, = k—2 ne 
(0) L=2+ el. er) > V: 2 TR + 5) v + ®| 


1 
wobei |R’| <C Paz ®? ist. Dieses Verfahren stammt von WATSoN!). 
45. Analytische Fortsetzung von I,. Unter gewissen Bedingungen für v 
können wir die Integrale in (44-6), ohne ihren Wert zu ändern, auch längs 
eines Halbstrahles G von O0 nach oo erstrecken, der mit der positiven reellen 
Achse einen bestimmten Winkel « einschließt. Diesem Halbstrahl ent- 
spricht in der t-Ebene eine Kurve, die sich ähnlich einer logarithmischen 
Spirale unendlich oft um die Punkte +1 windet. Im Innern und auf den 
Schenkeln dieses Winkels « sollen keine singulären Punkte 7, liegen (aus- 
genommen natürlich der Scheitel 0 des Winkels). Es sei | 


(1) v— |v|e'?. 


Nun überlegen wir wie in Ziffer 2: Das über den geschlossenen Weg 
in Abb. 6 erstreckte Integral ist nach dem CaucHYschen Satz Null. Der 


1) G. N. Watson, Proc. London Math. Soc., Serie 2, 17 (1918) 133. 
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von dem kleinen Kreisbogen um den Nullpunkt herrührende Bestandteil 
strebt nach (443) mit dem Halbmesser dieses Bogens gegen Null. Auf dem 
großen Kreisbogen gilt die Abschätzung (44°5), daher ist dort der Betrag 
des Integrals kleiner als 


AR [ere dt — AR| | etrienrn King, 
0 | 0 | 


<A | 6 | Bel sin d-— K)R i 
sobald das von $ und a + ß begrenzte Intervall des Winkels 8-0 im Inter- 
vall — +ösops ME Ö liegt. Das über diesen Bogen erstreckte 


Integral strebt dann für R> + gegen Null. Zusammenfassend können 


ee di 
wir sagen: Ohne den Wert von f ea)" de zu ändern, kann 


| Ö 
man den Integrationsweg (die positive reelle Achse) um einen. Winkel « 


drehen, wenn dabei kein singulärer Punkt z, überstrichen wird und das 
von ß und «+ ß begrenzte Intervall des Winkels & im Intervall 


7 7 | 
y +ösps u Ö 
liegt. | ; 
Be f u 2 dt konvergiert absolut und gleichmäßig für 
& - 


v|>N (N genügend groß), | «+ P| <7Z — Öö. und alle z des in Ziffer 38 
angegebenen Bereiches. Zum Beweise bezeichnen wir den Integranden 
kurz mit f(r). Dann haben wir für die kritische Stelle 7 = 0 nach (44°3) 
mit €> 0 und festem, positivem M 

1 


€ & BR ı 
[surle9alell<M [Ir ?alr|=2Me?->0 
0 ö $ 


für > 0 unabhängig von » und 2, für die kritische Stelle oo ähnlich wie 
früher mit T > 0 


Furl) die] 
T 


oe) 
4 f 5 iv| iz| cos(a+ß)+K|r| d|t| 
p 


A e (N sinö- K)T 


oo. 
[.- (N sinö-K) jr] Zee 
ae a7 Nsnö—K z. 


für T> + oo, ebenfalls unabhängig von » und z. Das Integral ist also 
in den angegebenen Bereichen eine analytische Funktion von » und 2. 


I,(@=0) ist demnach analytisch in Bi: — S+ö<P<5— 6, 


I,in B.: —_Z-a4+ö <sßsI—-a—. 


jr 2 


=:09, —1, — te 
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Im Durchschnitt von B, und B, ist ,=1 
Fortsetzung von I,. 

Führt man die Rechnungen, die zu den Formeln (7) bis (10) der vorigen 
Ziffer gehören, für I, statt /, durch, so bleiben (7) und (9) erhalten; dagegen 
ergibt sich für die Schranken (8) 


somit ist /, die analytische 


a? 


r ER a Be 
a ’dlrl<2B/[ e-Plee@sPk 2dir| 
6 0 


1 
| Ä ee 
=2BT (6-45) [vleos@+M] ? 
und | 
9 Be [rl 608 («+B)- Kr 


je.e) 
-[»| cos (@ +B)- K el, ee u u 
ah au |v»|cos(«+ß)— K 


und damit die Gültigkeit von (10) für alle hin- 
reichend großen |v| mit a+Ppl< 56. 


Danach kann man den ursprünglichen Gültig- 
keitsbereich von (44-Io), nämlich |arev| = |ß! 
zZ 5 — ö wegen & = 0, in folgender Weise erweitern: 
Die singulären Punkte ty liegen gemäß Ziffer 44 
auf der imaginären Achse, jeweils im Abstand 2 
voneinander, und ebenso auf einer im Abstand 2 
zu dieser Achse gezogenen parallelen Geraden 
(Abb. 40). Setzen wir alo «= —y,+06 bzw. 
= yı — 6, so erweitern wir dadurch den Gültig- 
keitsbereich von (44°Io) auf 


-5-n+2ö<P <StNn— 26. 


46. Berechnung des Integrals /,. In diesem 
Falle nehmen wir den anderen Sattelpunkt e”°. 
Wir haben also in den früheren Überlegungen £ 
durch —£ gemäß Ziffer 41 zu ersetzen, sonst 
bleibt alles beim alten. Für die Wertereihe (43-1) 
ergibt sich jetzt 


"sinn, 1, 2, e 


-E .: 
0, ee Igötgn, ©. 


1—e-°cosn’ 
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Für 0<n <5 sind die Werte von A der Größe nach geordnet, wie man 


leicht erkennt, wenn man wie in Ziffer 43 noch folgendes überlegt: Es ist 


con <kofg, 
2cosn<ete, 
(1-e ")coosn<ete”— cos n— e”?*cosn, 
e”* Sin&cosn<(1—e”cosn) Cof£, 
etcosn<ltg&(l—e”*cosn), 


e "sinn 


<tsftgn. 


1— e” cos N 
Statt 9(A) bekommt man jetzt nach (42-1) 
(2) ki)=—2e”°cosnsinn + Ale”°cos2n— e) +e”°cosnsinn. 
(43°2) liefert mit (I) und (2) 


PEN | 
| e sinn \- een, 


 1te icon (1 + e”° cosn)? 
h(0)=e"cosnsinn, 
(3) si 9e-8(Cof&r- cosn) sinn 
= (1— e”* cosn)? u 


h(Etsätgn) = — e'sinncosn(Ctg?&tg?n +1), 
lim kA) =— m. 
( iA>-+% 
Verfolgt man wieder die Änderung des Vorzeichens von h(A) an Hand 
von (3), so ergibt sich für die Parameterwerte A, und A, des Doppel- 


punktes 
/)ı <—tgn und ee 
1l—-e’”’cosn 
also folgende Reihe der Kurvenpunkte t (Abb. 41): 
oo, —1, —ie”*sinn, e”?, 1,2, e®®°", e”*, oo. 
Ist 5<n <, so haben wir wieder die Kurve an der imaginären Achse 


zu spiegeln wie in Ziffer 43. Für alle in Betracht kommenden Werte 
0<n<r liegt demnach der Bogen L, von —1 bis +1 in der unteren 
Halbebene und kann somit als Integrationsweg für I, nach Ziffer 39 und 40 
gewählt werden. 

Statt (44'I) hat man jetzt 

| nr _2e an) 


1-2 
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und statt (44’Io) ergibt sich 


1 = k-2 3 
N =? -24 2 ]/7 S „ 3 er, 7, 
(Mjadı De . “ i V: 72% Tin+ ) j er | 


Er. 


mit |R’|<CO|»| 2 für alle genügend großen |»v| mit |arev| <5—. 


Abb. 41. 


Die singulären Punkte 2kni — 2 liegen wegen &>0in der linken 
Halbebene; wir haben also y, =, => in Ziffer 45, d.h. der Gültigkeits- 
bereich von (4) kann bis auf Jarcv| < nm — 26 erweitert werden. 


47. Asymptotische Darstellung von P, (2) beikomplexem Zeiger. Für P, (2) 
erhalten wir aus (39-2). (44:Io) und (46-4) die asymptotische Darstellung 


1 ee 5% = 
(1) D,(z) — [erde cı , e?*) 2 a BEDE(l eo?) | 


k-2 N 
+3 r j (1-+%,) 
n=G 

Lense, Mathematik. A, Bd. 23. 13 
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mit |R ee SI (1) ist die Verallgemeinerung von (37:2) auf komplexe 
Veränderliche und Zeiger. 
Wegen Jare(1+ e)|<r und Jare(l+e”°)!<xr ist nach Abb 42 
leerer, 
1+e=e(l-+e”), 


Tee ee ler)”, 


somit, wenn wir gleich beim ersten Glied abbrechen, die Summe also ganz 


auslassen, 
1 
1-e") ? e-e+DE R) 
Pa = eier jt) 
a 1 1 
2 ‚rz): 2 = (»+3)2 
= 7— ——_— len): 

5 (1 e- 22% 


z möge sich jetzt’auf der oberen Halbebene unbegrenzt einem auf der 
reellen Achse zwischen —1 und +1 gelegenen Punkte nähern; wir haben 
also &>0 und 0O<n<rn nach (40:3), z>cosn, [> N, somit 


in , 1 1\ 
=, em (+5) en (+5) 
e +ıe 


Tr ——(+R) 
(1 e-2im? 


lea, le 


— —(1+ R) 


(2) P,(cosn) = 


V2rvsinn 
aa Iv+ s\n-Zju+® 


in |» +5)» +Z]u+ Mm. 


= vr sin 7 
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Damit ist die Formel (37:7) auf komplexe Zeiger erweitert. (2) gilt 
mit |R|< . wobei C von » nicht abhängt, für alle genügend großen 


|v| und lare v| <n—6 (ö positiv, beliebig klein). Sollte nämlich arc v 
außerhalb des für /, erhaltenen Bereiches 


5 pt+isaersztY—6 


liegen, so liegt bestimmt arc (—» — 1) in ihm, weil der Winkelraum dieses 
Bereiches größer als x ist. Damit ist nach (17'5) die Behauptung bewiesen. 
Diese Erweiterung der Gültigkeit der asymptotischen Darstellung für P, (2) 
auf komplexe Zeiger stammt von WATSON!). 


8 5. Additionstheorem. 


48. Eine linear gebrochene Substitution. Um auch das Additions- 
theorem der Kugelfunktionen auf komplexe Zeiger zu verallgemeinern, 
brauchen wir eine neue Integraldarstellung. Wir gehen zu diesem Zwecke 
von Formel (17-4) aus und setzen im folgenden u = m als ganze Zahl voraus. 
Die genannte Formel lautet 

nn__1 Totm+1) B 
(1) Pe) Sin; Pozd) (@*— 1) J@-1yt—)"’"'d. 
c 
Der Integrationsweg C, umschlingt die Punkte 1 und z im positiven Sinn 
und schließt —1 aus. 
Wir bilden nun die i-Ebene durch eine linear gebrochene Substitution 


ei HD . 
(2) re u 
Bes 
umkehrbar eindeutig auf die u-Ebene ab. Dadurch wird aus a der 
Quotient a zweier Polynome zweiten Grades in u. co, und o, seien die 


Nullstellen von p(u), t, und r, die von g(u). 
Wir führen jetzt homogene Veränderliche ein, d. h. wir setzen 


x Yı 
3 =, u=:. 
(3) Tg Ya 


An Stelle von (2) können wir schreiben 
| Y=arX, +P% 
Y=Yy%ı +6%, 


(4) mit a — Py=1 


1) G. N. Warson, Cambridge Phil. Transactions 22 (1918) 277—308. 
13* 
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Z . =öy—P% 
= — YYyı T &Y; 
ferner ist 2 _] x? — a? 


2(t—2) 2m,(m —am,)' 

Drücken wir hierin x, und x, durch y, und %, aus, so erhalten wir 
y—=ayı + 2bypt ch; 

= ee eg 
> Ka a = — 2y(ö+tya), 
Ib=ay—Pßö, b’=aö+ßy-+ 2ayz, 
ech e=—2a(P+o2). 
Dabei können wir annehmen 

alu) =au?+2bu-tec, 
(6) ne 


Da sich die Diskriminanten und die Simultaninvariante ac’ + ca’ — 2bb’ 
der beiden quadratischen Formen (5) bei linearen homogenen Substitu- 
tionen mit dem Quadrat der Substitutionsdeterminante «ö — $y multi- 
plizieren, im vorliegenden Fall wegen (4) also ungeändert bleiben, erhält man 


(7) b®°—ac—1, 
b?—-acC=1, 
ac’ + ca’ 2b" = — 2. 
Wir können demgemäß schreiben 


" = Ye —ı gr I“ u Vo2_1ı eo”, 


(8) TE Ve ; 
c= Yb?—1e, ee 1er, 


wobei die Quadratwurzeln Yyp-+1ı und 


__d+1, _ _1jP I _eHtP 
(9) | a  YeHril y+9 
: re +1, _ aß 
u et v—ö6’ 


a Be v __a2+ß 
ze ze  yz+6’ 
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ferner 
(10) 2 bb + Ye — Se 
Die Nullstellen von p(u) sind nach (3) und (5) in den Koordinaten 


%, % durch die Verhältnisse 1:(+1), die von Be durch 2:1 und 1:0 
gegeben. Diese Werte liefern mit Hilfe von (9) und (3) folgende Werte- 
zuordnung: 
(II) t=+1, —l, 23 ©, 

u=0., (09 Ty To. 

Da sich bei einer linear gebrochenen Substitution das Doppelverhält- 
nis von vier Punkten nicht ändert, ergibt sich nach dieser Zuordnung (II) 
die Substitution (2) z. B. aus der Gleichung 

t-2 (MWw—t) (0, — T5) 
-1-2 (,-7)(au<-%)' 


(12) 


Führen wir jetzt 

ea) 
Z Teer 
ein, so haben wir dadurch die u-Ebene umkehrbar eindeutig auf die 
v-Ebene abgebildet. Die Beziehung zwischen der ti-Ebene und v-Ebene 
ist nach (I2) und (13) durch 

2 —1 

(I4) 07 und t=2— (2-+])v 
gegeben. 


49. Integraldarstellung von P7(z) und D(z) bei ganzzahligem m. 


Für (48-1) ergibt sich mit Hilfe der Substitutionen der vorigen Ziffer, ins- 


besondere von (48-14) 


na _ U" To+tm+1)—i1 p(u)Pp dv 
” Par nern ri) /lular 
L 


1 


wobei L, die dem Weg CO, entsprechende Kurve in der v-Ebene bedeutet. 
Das Bild von C, in der u-Ebene wollen wir mit L, bezeichnen. Für u haben 
wir uns in (I) aus (4813) ® eingeführt zu denken. 

Nach (22-5) und (4'4) ist wegen des ganzzahligen m 


pP,” (2) I(„—m+1l) I(—-v— m) 


(2) pw) Totmtn Im)’ 


somit nach (I), (4-4) und (2) 


3 Tom) le 


200 II, $5. Additionstheorem. 
Aus Formel (193) erhalten wir ebenso für ganzzahlige m 


ei Totm+i) le v v-m-1 
Bu 2 EIER EENIREENE 0 ER BESEHE Die, er t— 1) (t—z dt 
ram Tord, FD is en 


u ee) Mey) 2 —1\2 r(u)P dv 
er rer ae /kalse 
Fi 


2 


dabei umkreist ©, den Punkt — 1 im positiven und dann den Punkt +1 
im negativen Sinne, z bleibt außerhalb (, liegen. Die Kurve (, liegt 
demnach so, daß sie die Verbindungsgerade von 1 und z auf der 
Strecke (1,z) und nicht auf dem Teil (z, ©) trifft. L, ist das Bild von (, 
in der v-Ebene, L, das in der u-Ebene. Der Geraden durch die Punkte 1 
und z entspricht in der u-Ebene der durch o,, t, und r, gehende Kreis; 
2, trifit den Kreisbogen o; T,, aber nicht den Kreisbogen r,t,. Wie früher 
bei P7'(z) erhält man aus (4) mit Rücksicht auf (19-6) 


m 


(5) T(—»—m) D*(e) = en E = iu | Ba 2 
L 


2 


— I (m — v) DD,” (2). 


Die Bedeutung dieser Substitution für die Integrale in (I) und (4) ist 
folgende: Denken wir uns v nach (48-13) durch u ausgedrückt, so haben 
wir in den Integralen statt t durch eine linear gebrochene Substitution 


a 
eine Veränderliche « derart eingeführt, daß an Stelle von in den 
p(u) 


ursprünglichen Integralen nun der Quotient a zweier Polynome zweiten 
Grades tritt, deren Koeffizienten nur den Bedingungen (48-7) genügen und 
sonst willkürlich sind. 

Daß diese Behauptung richtig ist, erkennt man so: Die Koeffizienten 
a,b, c,a’, b’, c' seien irgendwie vorgeschrieben, aber so, daß die Bedingungen 
(48-7) erfüllt und die aus (48-9) berechneten Werte von 07, 05, Tj, Tg Ver- 
schieden sind. Wir ordnen dreien dieser Werte die ihnen gemäß (48-11) 
entsprechenden Werte von t zu. Dann gibt es genau eine linear gebrochene 
Substitution (48-2), die das leistet; «, , y, ö sind bis auf den gemeinsamen 
Faktor —1 bestimmt. Weil das Doppelverhältnis von vier Punkten durch 
die Substitution nicht geändert wird und der vierte durch das Doppel- 
verhältnis und die drei übrigen eindeutig bestimmt ist, geht auch der vierte 
der drei Punkte (48-11) der v-Ebene in den ihm nach (48-IL) entsprechenden 
vierten der t-Ebene über; denn die vier Punkte der t-Ebene und «-Ebene 

p(u) 


(48-II) haben gemäß (48-9) dasselbe Doppelverhältnis. A geht damit 
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in den Quotienten zweier Polynome über, die in it quadratisch sind. Die 
Nullstellen des Zählers sind +1, die.des Nenners z und. co, der Quotient 
k(® — 1) 
k’(t — 2) | 
hängen. Die Diskriminanten und Simultaninvariante von %(#— 1) und 
k'(t— 2) sind wegen @ö— ßy=1 gleich den Diskriminanten und der 
Simultaninvariante von p(u) und g(u), d. h. es ist nach (48-7) 

ke’ 
2) 


hat infolgedessen die Gestalt , wobei k und &’ von t nicht ab- 


Ba (5) =1 ee 


somit 


=. 1 
Kl, a "er 5° 


50. Eine Laurentsche Reihenentwicklung. Setzen wir zur Abkürzung 


Fenenje 
(2) m = Mn >) Pe). 
so folgt aus (49-3) 
1 p(u)" dv 
(2) I, m (®) =, 2 ym+1' 


amt, 
Lı 
Daraus können wir folgendes schließen: Nach (48-1), (49°I) und (48-14) 
umkreist L, die Punkte 0 und ZZ der v-Ebene im positiven Sinn, der 
Punkt 1 bleibt außerhalb liegen. "Wir setzen &(2) >0, also |» —1|<|2-+1]| 
voraus. Da die Nullstellen von p(w) in der v-Ebene gemäß (48-Iı) und 
N z—1 

(48-14) die Punkte = 


| eindeutige analytische Funktion von ® im Innern eines Kreis- 
ringes, dessen Mittelpunkt der Nullpunkt ist, dessen. innerer Kreis durch 


und 1, die von q(u) die Punkte 0 und oo sind, ist 


den Punkt ; und dessen äußerer Kreis durch den Punkt 1 geht. Man 


kann die Funktion daher in diesem Kreisring in eine LAURENTsche Reihe 
entwickeln, deren Koeffizienten durch (2) gegeben sind: 


Au + 
(3) 2] BIER 0 


Die Reihe konvergiert gleichmäßig in jedem abgeschlossenen Bereich des 
Ringes. Gemäß der vorigen Ziffer sind die Koeffizienten von p(u) und q(%) 
den Bedingungen (48-7) unterworfen; ferner müssen die vier Nullstellen 
von Zähler und Nenner vier verschiedene Punkte sein; im übrigen sind die 
Koeffizienten willkürlich, » ist durch (48-13) und (48-9) bestimmt. Der 
Kreisring ist dadurch bestimmt, daß sein Mittelpunkt der Nullpunkt der 
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v-Ebene ist und auf seinem inneren und äußeren Kreis je eine Nullstelle 
von p(w) und ebenso von g(uw) liegt. 

Wir wenden die Entwicklung. auf einen besonderen Fall an, den wir 
im folgenden brauchen werden. Es sei !=c=0, b"’=1, also 1, = 
und 7, = oo; im Zähler stehe g(u) statt p(u), d. h. wir haben die Koeffi- 
zienten mit Strichen zu versehen und 7 statt o zu schreiben. Die letzte 


der Bedingungen (48-7) liefert dann 2=b’, (48-13) = —. Wegen der 
2 
Voraussetzung Z(@)=R(b) >0 ist |’ —1|<|b’ +1| also || < |T,| 
nach (48-9). Schließlich wollen wir noch » durch — (v+-1) ersetzen. 
Die Entwicklung lautet somit 


(4) 32)" - y I (b’) 75" m 
4 BIT ne -v-1,m 2 s 
Wie man unmittelbar erkennt, konvergiert diese Reihe in einem Kreis- 
ring der u-Ebene, dessen Mittelpunkt der Nullpunkt der u-Ebene ist, auf 
dessen innerem Kreis r, und auf dessen äußerem r, liegt, d. h. für 


Ir] <|jw]<|rT,|. Denn in diesem Ring ist u eindeutige analytische 


Funktion von vw. In jedem abgeschlossenen Gebiet des Ringes konvergiert 
die Reihe gleichmäßig in bezug auf u. 


51. Additionstheorem für D, (2). Um zum Additionstheorem für P, (2) 
zu gelangen, verwenden wir Formel (49-1) mit m=0: 


(2) nl Fr 


27% g(uw)| © 


ze 


Nach (48-13) ist 
nv=In(, —T) - n(,— Tr) +inw—r)— In(w—T,), 
daher mit Rücksicht auf (48-9) und g(u) = a’ (u — r,) (u — T,) 


dv du du (T) — T,) du 2 du 


—— m Um m hmmm PD 1 —— 


somit nach (I) 


23 Pa | Trwr Tut, [a 
L, 


ni (2 uyr+l 
L, 
Nach (48-1), (48-11) und (49-1) schließt L, die Punkte o, und r, ein, o, 
und 7, aus. 
Wir wollen nun für | die Entwicklung (50-4) einsetzen. 


Dann müssen wir dafür sorgen, daß L, in dem Kreisring |r,| < |u| < |r,| 
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verläuft, d. h. wir müssen |o,| <|T,| und |o,| > |r,| voraussetzen. Da- 
mit ergibt sich aus (2) 


+00 en 1 be sr 
3 Da= N 1.05" [32] 


Lı 
Das hier auftretende Integral erhalten wir aus Formel (49-3), wenn wir 


dort ° =c=0, b’ =1, somit 2=b nach (487) und v = — nach (48-9) 
2 
und (48-13) setzen. Es wird danach 


4a) Im—-»)p,”(b)=I(— ») =) 22. fl u"!du 


m 


Eee 


Li 


weil die Formel (49-3) unempfindlich gegenüber der Zeichenänderung 
von m ist. 

(3) und (4) liefern schließlich mit Rücksicht auf (50°I); (48°9), (44) 
und (175) 
2 
b—-1\21(m-—-v 
(5) = I,- I on] Pr" 6 


Mm= — x 


w Ib-m+1)T(m- >) Ha ) pm) e at 


IT®+1)I(-») vb —1 


- mv’ m b 1\ 2 mv b—1 m 
xemw (1) >) e Fe =) P;”(b) 
+00 


= > DO 0er 


+00 
= I PORN. 


Nach (22-5) ist 
pr (6) 9,” (d) = P,”(b) P,' (0) 


somit, wenn wir 

(6) C=v—v 

einführen und (48-10) berücksichtigen 

NM 9,68 + V®—1V8?—1Coft)=P,(b) P,6') 


+2 3 Pr) P;”"(&) CofmE. 
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Man überzeugt sich leicht, daß die Winkel richtig gewählt sind, denn 
b’—>1 liefert mit Rücksicht auf (17-6) und (38-1) eine Identität. 


Die Bedingungen |o,| <|r,| und |o,| > |r,| lauten nach (48:9) 


VERF: ‚EE-) -] 


BEI DIL 
oder 
an 
+RE—N)<5h ir — 
Es muß also 
nn 
oder 
b+1b’-+1 
(5) Pr 
und 
1, ;d+1b-+1 
5 +1 
sein. Die frühere Bedingung Inge 1 >4 können wir fallen lassen. Denn 
aus (8) folgt mindestens eine der Beiden Ungleichungen 
(IO) Fal>ı oder val>ı. 


Da sich aber die Entwicklung (5) nicht ändert, wenn man b und b’ 
vertauscht, so genügt eine der Ungleichungen (I0). 


Wir können demnach sagen: es gilt 
(1)  P,(b0’ + Y®—1)B®—1Coft) 
A a 2 7 


b+1b +1 


ar 1st. 


falls |] <5 In nl, 

Die Entwicklung (5) ist eine LAURENTsche Reihe, die nach positiven 
und negativen Potenzen von e° fortschreitet, also in einem Kreisring 
A<|e|<B oder für mA<R(£) <InB konvergiert. Sie konvergiert 
demnach in jedem abgeschlossenen Bereich dieses Gebietes gleichmäßig 
in bezug auf £. Nach (mr) lautet die Konvergenzbedingung | 


Im H Han < a b+1b’ +1 


1b’ — beLb-1|’ 
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die Reihe (II) konvergiert daher Be bezüglich £ in jedem abge- 


schlossenen Bereich des Gebietes eo )|< > In 2 nn . u | (II) ist das 


gesuchte Additionstheorem von P, (2) 


52. Konvergenzgebiet. Man kann die Konvergenzbedingung in mehr 
geometrischer Fassung aussprechen. Wir zerlegen Z in seinen reellen und 
imaginären Teil und setzen 


(1) \®—1ı 92 —-1=|/)®—1Y0®—1le®, 
bb, 
2 bb + Y®— 162 —1 
2 bb’ — Y® — 1/0? —1 
Dann ist nach (48-Io) und (51-6) 
(2) S=$&+m, 
Loff=Eof£cosn+iäinfsinn, 
2 = | Yo —ı jo — —1le ia CofEcosn+ iSin&sinn). 


Nun führen wir noch 


en x=|Vb nn —1| Eof& cosn, 
3 
y=|Yb —1/o2 1| Sin&sinn 
ein. x und y sind die recht- Ä 
winkligeen Koordinaten des 
Punktes 2, bezogen auf ein Zı 


Achsenkreuz, dessen Mittelpunkt 

der Punkt 2, und dessen X-Achse Zo 
die Gerade 2, 2, ist, die mit der 

reellen Achse der z-Ebene den 

Winkel & einschließt (Abb. 43). 2 


Aus (3) und (1) folgt Abb. 43. 


22 y® 


(Im a] Ct Tann bb 


d. h. der Punkt z beschreibt bei festem & eine Ellipse mit dem Mittel- 
punkt 2, und den Halbachsen |2,—2,| Cof & und |2,—2,| |Sin &|. Wegen 
Lof&— Sm’E=1 sind z, und z, ihre Brennpunkte. Die zu diesen 
Brennpunkten gehörige Schar von konfokalen Ellipsen erhält man, wenn 
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alle positiven Zahlen durchläuft, dieselbe Schar aber auch, wenn £ alle 
negativen Zahlen durchläuft, wobei zwei Werten von & mit demselben 
Betrag dieselbe Ellipse entspricht. Änderung des Vorzeichens von & be- 
deutet nach (3) Spiegelung des Punktes z an der Geraden 2,2,. Dem Wert 
&=0 entspricht die Strecke 2,27. 


Aus (3) und (I) errechnet man auch 
2 2 

ae = Ze —1, 

(|21ı — 20| 08 n) (121 — 20 | sinn) 
d.h. der Punkt z beschreibt bei festem 7 eine Hyperbel mit dem Mittel- 
punkt 2, und den Halbachsen |z, — 2,| |cosn| und |2, — 2,| |sinn!. 
Wegen cos®®n + sinn =1 sind z, und 2, ihre Brennpunkte. Die zu diesen 
Brennpunkten gehörige Schar von konfokalen Hyperbeln erhält man für 


0<n<z; die zu 5 symmetrisch gelegenen Werte von n liefern die beiden 
Zweige derselben Hyperbel. Für 0>n>— x erhält man dieselbe Schar 


von Hyperbeln, wobei zwei Werten von 7 mit demselben Betrag dieselbe 
Hyperbel entspricht. Änderung des Vorzeichens von n bedeutet nach (3) 
Spiegelung -des Punktes 2 an der Geraden 2,2,. 7=0 bzw. x liefert die 
von 2, bzw. 2, ins Unendliche reichenden Teile der Geraden ,2,,7=+ = 
die im Punkte 2, auf dieser Geraden errichtete Senkrechte. & und n sind 
also elliptische Koordinaten des Punktes 2. 

Wir wollen diejenigen Ellipsen der Schar bestimmen, welche durch die 
Punkte +1 gehen. Die zugehörigen Werte von £ seien &, und &,. Für den 
Punkt 1 erhält man nach (48-10) und (51-6) 


bb + Yo —ı BR 1Cofte-=1, 


Y»—-1ıYyB#2—-1(e! +20" -)e—=0, 


(bb —1) + Y(bd’ — Pu GESEKCEEe —1) 
e = -- ———— — 
Ye iypr— 
- (bb -)+b-$) 
 JeZıyb2-1 
Br ES 
Oysiymi B-_1V®rT: 
u -)6+D _ 15-11 HF1 
Oypıyrı b+1Vv 1’ 
1, 5+1®—-1 
(4) tg 
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oder 


1 
EiEzei 1b +1 


inle+1E=1|l. 
\ 


Ebenso ergibt sich für den Punkt —1 


vv» <-ıyp?<1 
b-11/# _1 

Ust IlHri 
b+11/5’ +1 

Vb-1ıVPv-ı 


FREE SIR LAU E Au! 
2 Beiıdeill 


2 _-d+D+6+9 


\ 


oder 


(5) 


Damit können wir die Konvergenzbedingung in (5I-II) nach (2) in 
der Form |&| < ]&,| aussprechen, d. h. der Punkt 2 muß innerhalb der 
durch den Punkt —1 gehenden Ellipse liegen. Diese hinreichende Bedin- 
gung ist auch notwendig. Denn nach (23-2) sind die Grenzwerte von f, (2) 
denen P,(z) zustrebt, wenn sich 2 auf der oberen bzw. unteren. Halbebene 
einem Punkte des Intervalls —1 <2z << +1 unbegrenzt nähert, einander 
gleich, +1 ist reguläre Stelle nach Ziffer 17. Dagegen ist nach (22-7) für 
z>1lundh>0 


lim P,(—z + hi) = et?" D (z) — 5 sinzvD,(). 

h>% 
Um daher f),(z) eindeutig zu machen, schneiden wir die z-Ebene längs der 
reellen Achse von — 1 nach — oo auf. Ellipsen mit |&| > |&,| würden also 
diesen Schnitt treffen. Bei analytischer Fortsetzung über den Schnitt 
würde daher die Reihe (51-11) nicht mehr P),(z), sondern diesen um den 
Sprung verminderten Wert liefern. 


53. Additionstheorem für D,(z). Ein Vergleich der Formeln (I) und (4) 
von Ziffer 49 zeigt mit Hilfe von (4'4), daß man die Formel (4) aus der 


ze irbe+)) 


Formel (1) erhält, wenn man den Faktor c, = 


hinzufügt und 


2 sin ıv 


statt des Integrationsweges L,| bzw. L, den Weg L, bzw. L, nimmt. Nach 
Ziffer 49 und (48-11) umläuft L, den Punkt o, im positiven und dann den 
Punkt o, im negativen Sinn und läßt dabei die Punkte 7, und 7, außerhalb 
liegen. Wie in Ziffer 51 erhalten wir, da auch (49:5) unempfindlich gegen- 
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über einer Vorzeichenänderung von m ist, 


(7) SH lroleerz] [per [alu 1 ern. 
L 


ın 


-m_m b-1\2 T(m—») -m 
= Yı,.b )Ty 0, 4) Ten %"() 


m=-© 


B3; D* (6) D5”-(b) em w-v) 


| 


—=P,(b')D,(b) +2 207% D>”(b) Cof me. 


Da der Integrationsweg L, im Bereich der Entwicklung (50-4) liegen muß, 
hat man |7,|<J|o,| < |7,| und |r,| < |o,| < |r,| vorauszusetzen. Das 
gibt nach (48-9) und (51-6) 


1, |d—-1b’ +1 
la <e<gh ze 


(2) und 


b+1b’—1 


b+1b +1 
Zee 


1 
<< 


Es muß also. 


SHrr<ik b+1b’ +1 


b-1P 1 > bi 1 
und 
b+1b’—1| b-1P-+1 
Hrn: -1| 
oder 
Be „824 | 
= rs wi 
sein. Dazu kommt noch von Ziffer 50 die Bedingung 
(4) a 
ni I +1! 
die jetzt eine Folge von (3) ist. Da : E 3 < 7 L nach (3) gilt, so 


kann man die me (3) und (4) auch in 2 Gestalt 


|e+ı1 
ler=ı 


1!| 
(5) in = 
zusammenfassen. 
Zufolge (52-4) und (3) ist 


ee 
De em zes. 
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sonach mit (52-5) und (2) 

sı<isil ISel- 
Die Reihe in (I) konvergiert also im Innern der kleineren der beiden 
Ellipsen, die durch die Punkte —1 gehen, und zwar gleichmäßig bezüglich 
Ö in jedem abgeschlossenen Teilbereich, was sich wie in Ziffer 51 ergibt. 


54. Analytische Fortsetzung der Formel. It v=vV={0=(, also 
2=2, nach (48-10) und (52-1), so werden r, und r, bzw. o, und o, gemäß 
(48-9) durch die imaginäre Achse nicht getrennt (Abb. 44). Die Winkel in 


Abb. 44. 


(531) sind in diesem Fall richtig gewählt, was sich wie in Ziffer 51 durch 
b’—1eergibt. Die Entwicklung gilt nun nach den Regeln der analytischen 
Fortsetzung auch für &=v—v’ +0, wenn wir die Fortsetzung von 
&=0 an beginnen und im Innern der kleineren der beiden zu |£&,| und |£,]| 
gehörigen Ellipsen bleiben, solange nicht 2 die von 1 nach — oo aufge- 
schnittene reelle Achse trifft. Denn in der so aufgeschnittenen z-Ebene 
ist D,(z) nach Ziffer 19 eindeutig. 
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Gemäß (23-4) ist für -—1<z<+1lmitk>0 und u=0 


lim D,(@-+ hi) — im D,@— hi) = — inP,(2). 

h>0 h>0 
Überschreitet also 2 bei der analytischen Fortsetzung von der oberen in 
die untere Halbebene die reelle Achse zwischen — 1 und +1, so erhält man 
statt des in der aufgeschnittenen Ebene definierten Wertes D,(z) den 
Wert D,(@) —inP,(z2) bzw. D,(2)+inP,(2), wenn z von der unteren in 
die obere Halbebene rückt. 


Ferner ist nach (22-8) für z>1 und u=0 


lim D,-z + hi) = —e"!”" D (2) 


h>0 
und 
lim u (— 2 — hi) 
h>0 u st: erinv 
im &(—-2+hi) 
h>0 


Überschreitet demnach z bei der Fortsetzung von der oberen in die untere 
Halbebene die reelle Achse zwischen —1 und — oo, so erhält man statt 
des in der aufgeschnittenen Ebene definierten Wertes D,(z) den Wert 
ei N (2) bzw. e*?'” D,(z), wenn z von der unteren in die obere Halb- 
ebene rückt. 


Als Konvergenzgebiet kommt nur die kleinere der beiden, durch die 
Punkte +1 gehenden Ellipsen der konfokalen Schar in Frage. Geht diese 
Ellipse durch den Punkt —1, so darf demnach der Punkt +1 nicht in 
ihrem Innern liegen. Es sind dann folgende Fälle möglich: Die Ellipse 
wird von der reellen Achse berührt oder von ihr in zwei Teile zerlegt. In 
dem letzteren Fall gehört das innerhalb der Ellipse liegende Stück der 
reellen Achse entweder ganz der Strecke (—1, +1) oder ganz dem von —1 
nach — oo reichenden Teil der reellen Achse an. Geht die Ellipse dagegen 
durch den Punkt +1, so tritt an Stelle des von —1 nach — oo reichenden 
Teiles der von +1 nach + oo reichende Teil. Infolgedessen kann man die 
reelle Achse entweder nur zwischen — oo und —1 oder nur zwischen +1 
und -+ oo überschreiten. Niemals sind zwei dieser Fälle innerhalb der 
Ellipsen gleichzeitig möglich. 


Wir können damit das Ergebnis dieser Untersuchung so zusammen- 
fassen: Wenn 
b’ +1 


1 


9 


Be 
In, | 
Kurze 
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d.h. |R(d)) < JE, |, |&| ist, so - die Entwicklung 


MD) PD 0 +2 3 07% ”(b) Lof md 


— (bb + Y® — ı Ypr—ı 1Cof 2); 
dabei ist | 


fie) = elle " Tuean)”" Do; 


wenn die Strecke (—1, +1) von der Strecke (2,,2) nicht getroffen wird 
(mit einer gleich zu besprechenden Ausnahme), dagegen 


fe) =D, + 10, Pe). 


wenn das Gegenteil der Fall ist. Denn eroet bedeutet das Vorzeichen 


von arcz, also +1 wegen |arc2| <, je nachdem z in der oberen bzw. 
unteren Halbebene liegt. Dasselbe gilt natürlich auch für 2,. Die Aus- 
nahme betrifft den Fall, daß die Strecke (z,, 2) die reelle Achse zwischen 
+1 und + oo schneidet. Dann ist f(z) = D,(z). 


55. Additionstheorem für P,(z) und Q,(2) bi —l<z<+r1. Die 
Winkel 9,9°,9 +9’ sollen zwischen 0 und liegen, die Grenzen ausge- 
schlossen, ferner si b=cos® -+hi, b’ = cos® + hi(h > 0). Entwickeln 


wir nach Potenzen von Ah, so wird 

(f) VY®—1=isind+hcgd-+---, 
Vp®—1=isin®’ +hetgd’ +--. 

Nach (23-2) ist 


wm 


lim Pr(b)=e ? PM (cos®). 


h>0 


Dadurch erhalten wir aus (51-II) mit > 0 und &=0, also &=in 
(2) P,(cosd cos#’ — sind sind’ cos) 


— P,(cos®) P,(cos#’) +2 „ P? (cos®) PZ”(cos®’) cosmn. 


re 


Die Konvergenzbedingung lautet 
a, % 
eigzcigz > 1 
oder 
n %W 
tg 5 <tg (3- p; ) 
Lense, Mathematik. A, Bd. 23. 14 
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oder Be 
3377: 
sie ist demnach erfüllt. Die Reihe konvergiert gleichmäßig in bezug auf n. 
Ist v—=n eine ganze positive Zahl, so ist PY (cos®) = 0 für m>n ge- 
mäß der Definition in Ziffer 23 und (I, ı8), ferner nach (23-2) und (22-6) 
im 


(3) P,"(cosd#’) = Bi 2 imp,” 


h>V0 
_ ee; 
me rm mp 
— (— 1)” er P" (cos®’); 


infolgedessen erhält man aus (2) für n=r — (#— go) die Formel (I, 48-4). 
Diese können wir mit Hilfe von (3) auch in der Gestalt 


(4) P,[cos® cos®#’ + sind# sin®’ cos (p — o')] 
+n 
=D. 1)” P" (cos®) P-" (cos 9’) "(9-9 

schreiben. Daß die Formel (3) nicht mit (22-6) übereinstimmt, liegt an 
der Definition von Pf(z2) für —1<z2<-+1 in Ziffer 23. 

Nun wollen wir (r) mit &=0 und A— 0 unter derselben Voraussetzung 
über die Winkel 9 und 9 in (53-1) einführen. Die Konvergenzbedingung 
(53-5) liefert 


— In ct 


oder 
. ” 
— a 5 < etg — Ei 


somit auch # > ®' zu den früheren Voraussetzungen. Für z, erhält man 
nach (52-1) 

2, = cs (d +9) + hilcos® + cosd +sindctgd +sin®’ctgd-+--- 
ne 


sin®sin® 


=cs® +) +hi 


es liegt also für sehr kleine A in der oberen Halbebene. 


Ferner hat man nach (23-2) 


inm 


lim DP(b’) = e © P? (cos 9), 
h>0 
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nach (23-6) 
ginm ; 
lim D,”()=e ° |0” (cos H — = P5 "(cos | 


h>0 


und ebenso 


lim D,(6b’ + Yo —1|'#2— 1cos n) = Q, (cos cos d’ — sin sin d’ cos n) 


Ah>N 


— = P,(cos® cos®’ — sin # sin d’ cos n), 
infolgedessen schließlich nach Verwendung von (2) und (53-1) 


(5) @Q,(cos# cos 9 — sin # sin ®’ cos n) 
— P,(cos 9) Q,(cos®) + 2 3} Pf (cos 8’) Q,” (cos d) cos mn. 


m-1 
Die Reihe konvergiert gleichmäßig in bezug auf n. 

C. NEUMANN!) hat das Additionstheorem von LEGENDRE (I, 48-4) auf 
die LEGENDREsche Funktion zweiter Art ausgedehnt. Verallgemeine- 
rungen auf beliebige Werte von Veränderlicher und Zeiger stammen von 
HEINE?) und HoBson°); die in den Ziffern 48—55 gegebene Darstellung 
geht auf R. LAGRANGE?*) zurück. 


1) C. NEUMANN, Leipziger Abh. 1886. 

2) Siehe Fußnote in Ziffer 32. 

®) Siehe Fußnote in Ziffer (I, 18). 

4) R. LAGRANGE, Polynomes et fonctions de Legendre, Memorial des sciences. 
mathematiques, Heft 97, Paris 1939, Gauthier-Villars. Dieses Heft enthält ein. 
reichhaltiges Verzeichnis der Literatur über Kugelfunktionen. 
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III. Anwendungen der Kugelfunktionen. 


8 1. Gleichgewichtsfiguren rotierender Flüssigkeitsmassen, 


Anziehung der Sphäroide. 


1. Sphäroid. Im folgenden wollen wir als erste Anwendung der Kugel- 
funktionen, die wir im ersten Teil kennengelernt haben, die Frage nach 
den Gleichgewichtsfiguren von Flüssigkeitsmassen beantworten, die sich 
wenig von der Kugel unterscheiden (Sphäroid), wie ein starrer Körper 
mit kleiner fester Winkelgeschwindigkeit »® um eine feste Achse drehen und 
deren Teilchen sich nach dem NewTOonschen Gesetz anziehen. Wir folgen 
dabei auch dem Gang der Geschichte, denn es war diese Fragestellung, 
an der LArPLACE und LEGENDRE die Lehre von den Kugelfunktionen 
entwickelt hatten. 


Das Sphäroid sei ein schwach abgeplattetes Drehellipsoid mit der 
Gleichung 

x? — y? 22 

(7) — tr 


—1, 


die Drehachse also die Z-Achse. Die Abplattung 


(2) —_ a 


sei eine kleine Größe, von der wir die höheren Potenzen als die erste vernach- 
lässigen wollen. Führen wir Kugelkoordinaten (I, 2'I) ein, so geht die 
Gleichung (I) über in 


(3) 


sind  cos% 
2 TO A)-1. 


Aus (2) erhalten wir B=A(1—.e«), also aus (3) 
r2[sin?® + (1-+ 20) cos?9] = 42 


oder 
4? 


= — 
1+ 20c03?9’ 


r=A(l— «co. 
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Führen wir nach (I, 13-1) 


3co®d—1 


P,(cosd#) — 


oder 


ein, so wird 


= A 1: — © — 2 P,(cos | : 


9 =A(ll— “| ist der Halbmesser einer Kugel, die gleichen Raum- 


inhalt wie das Drehellipsoid hat. Die Meridiankurve des Ellipsoids ist 
damit durch die Gleichung 


(4) F—=ü, E — R & P,(cos | 


gegeben, selbstverständlich alles immer mit Ausnahme der höheren Po- 
tenzen von &. 


Wir schreiben in dieser Gleichung a an Stelle von a,, setzen « =eu, 
wobei u eine Funktion von a und & eine feste positive Zahl sein soll, von 
der wir die höheren Potenzen als die erste vernachlässigen wollen, und 
lassen a stetig von 0 bis a, wachsen. Dadurch erhalten wir eine Reihe in- 
‚einander geschachtelter Sphäroide. Jedes solche Sphäroid sei eine Fläche 
gleicher Dichte o, d. h. o soll nur eine Funktion von a sein. 


Die Meridiankurve einer solchen Schichtfläche ist also durch 


(5) r=a[1— 3 euP,(cosö)| 
gegeben. 


Die zur Oberfläche gehörigen Werte von r wollen wir mit r, bezeichnen, 
so daß also von nun an r, statt r in (4) zu schreiben ist. 


2. Potential eines Sphäroids in einem äußeren Punkt. Wir konstruieren 
nun mit O als Mittelpunkt die kleinste Kugel, von der das Sphäroid gerade 
noch umschlossen wird. Der Punkt P liege außerhalb dieser Kugel, seine 
Kugelkoordinaten seien r,®,0; P’ möge innerhalb des Sphäroids liegen 
und die Koordinaten r’, 9’, © haben, y sei der Winkel POP’. Aus (I, 10-2) 
und (1, ıı) erhält man wegen r’<r die gleichmäßig konvergente Ent- 
wicklung | 


n(cosy)r 
- 3. yr+l oo nt+Hl 
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daher für das Potential des Sphäroids im Aufpunkt P 


27 i 
(1) Zr] do’ Zu P(cos y) dd’ [ or'"+?dr' 
or 


2 7 


=. a | dv [ sind’ P,C (cos y) | ar da 
0 


0 


2 zı [v7 a 
ölr’ n+ 3) 


= 1 ‚ i / ‚ 
ars) Du, | sind Pu(cosy) 40 Je Z 


n=0 0 
rrll |? (cos y) sin d' dd’ fe arlı- 
— = (n + 3)eu P,(cos |! da 
oo ; s ” r n+3 
Eu a : | fü fi P„(cosy) sind’ dd fe 0 da 


a n+3 
Hola jr (cosy) P, (cos 9’) sin 9’ ao (er 2 2 
N 


47) 
_4n f 2008 1.2 4 [,„2u®) 
28 Ga a 553 85-7 Pı(eosd) | E50 da 
0 0 


Go [IR 
4 Örte 
7° | oa°da a P,(cosö) | 
Ö 0 


Wir haben dabei (I, 49-I) und (I, 49:2) benützt. Wir werden diese Formel 
in der nächsten Ziffer auch für das Potential auf der Oberfläche des Sphäroids 
verwenden. Allerdings müßte dann noch gezeigt werden, daß auch in 
diesem Fall der vernachlässigte Teil e® als Faktor enthält, worauf wir 
aber nicht näher eingehen wollen. R. WAVRE!) hat diese Schwierigkeit 
durch einen Kunstgriff behoben. 


3. Gleichgewichtsbedingung an der Oberfläche bei Isostasie. Wir wollen 
nun die Gleichgewichtsbedingungen einführen. Die Flächen gleicher Dichte, 
die also durch (1-5) bei festem a gegeben sind, sollen Niveauflächen oder 
Flächen gleichen Potentials sein, ebenso die Oberfläche des Sphäroids, 
d. h. wir setzen Isostasie im Innern des Sphäroids voraus. Auf einen 


1) R. WAvReE, Figures planetaires et geodesie, Paris 1932, Gauthier-Villars 
et Cie., Kap. 4. 
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Punkt der Oberfläche (Masse 1) wirkt die Anziehung des gesamten 
Sphäroids mit dem Potential A?V_ (k? Gravitationskonstante) und die 
Fliehkraft. Diese ist gegeben durch w® r, sin®. Ihre Komponenten parallel 
zu den drei Koordinatenachsen sind also 


wer, sind cosp = w?r, w?r,sin®sing = w®y, (0. 
Sie läßt sich infolgedessen als Gradient des Potentials 
2 2 

- (22 + 2) = 7 ro sin2d 
darstellen. Die Gleichgewichtsbedingung für die Oberfläche lautet somit 
(1) kV + © 2 gin2$ — oonst 

a 2.0 = 

oder mit Hilfe von (2-I), weil 


sind = 2 [1— P,(cos Ö)] 


2 2 5 
a oa?da — N P,(cos®) | o ALL 
rd :00 
0 Ö 
w? 
— 3 r [1 — P,(cos d)] = const 


Berücksichtigen wir noch (I-4) und setzen 2 von der Ordnung & voraus, 
so folgt, wenn « die Abplattung an der Oberfläche bedeutet, 


4 k2 
Gy 


(2) F + = a P,(cos | [oarda 
Ö 


ao 
8nk? Aluad 2 


0 


—— 


Für das Folgende ist es günstig, das Verhältnis A von Fliehkraft und 
Anziehungskraft am Äquator einzuführen. Dabei genügt es, für die An- 
ziehungskraft 


72) 
OVa Ark? 
__. 2 en 2 
ü % ).-. 17 [e. a4 


zu nehmen, so daß man 


(3) = 
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und schließlich für die Gleichgewichtsbedingung (I) und (2) 


u —|ji+za P, (cos ö)| [end EnEe p 3 Pl | 0 ar, 


0 


er ae 2 [1 — P,(cos 9)] 1 oa?da — const 


erhält. Da die Entwicklung nach Kugelfunktionen eindeutig ist, muß der 
Koeffizient von P, Null sein, d. h. es wird 


su fe" a0 (03) Font 
0 


4. Schwerebeschleunigung auf dem rotierenden Sphäroid. Wir wollen 
nun die Schwerkraft auf der Oberfläche des Sphäroids berechnen. Sie 
setzt sich zusammen aus den zur Oberfläche senkrechten Komponenten der 
Anziehungskraft und der Fliehkraft. Da das Sphäroid wenig von der Kugel 
abweicht, ist der Winkel zwischen Radiusvektor und Flächennormale von 
der Ordnung «, sein Kosinus weicht daher von 1 nur um Größen von der 
Ordnung «? ab, d. h. wir können die Normalkomponente ersetzen durch 
die Komponenten längs des Radiusvektors r. Die Fliehkraft ist w®r, sin ®, 
die gegen den Nullpunkt gerichtete Komponente längs des Radiusvektors 


daher — 2 r, sid — — = w@rg[1 — P,(cos d)]. Für die Schwerebeschleuni- 


gung erhalten wir somit 


2 
g—=— 2 E En 2 7 wer„[1— P,(cos 9)] 


% 
a a?.da —_ Sr Pı(eos®) [ e 2 an 
0 
Ö 


u u o®r, [1 — P,(cos ®)] 


_4n _ 


143 +=0P, (cos ®) [er 


= ya "2 da — > 02a, [1— P, (cos ®)]. 
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Nun führen wir A ein und berücksichtigen (33) und (3-4); dann folgt 


5) 
9-5 l1+3 5a P,( (eos 9) | fern? : P, (cos®) [ei we) 
__ 8dnk® 2 f: 2 p) 
Er I1—P „(0511 | oa’ da 
Ö 
4nk? 


= E —zi+(3 «+ 32) P, 1 (con) | eatan 


_ pP 


5A-2a nm 


nn ITEEFERE, 


P, (cos | [ oa?da. 


Wir erhalten daher für die Schwerebeschleunigung am Nordpol (9 = 0): 


am Äquator (# = 3): 


infolgedessen 
92 2 
Dies ist der berühmte Satz von CLAIRAUT}), der aussagt, daß y nicht 


von dem Gesetz abhängt, nach dem sich die Dichte im Innern 
des Sphäroids von Schicht zu Schicht ändert. 


Nach HELMERT (Potsdam) ist für die Erde 
y = 0,005302, = 35; — 0,003469, 24 = 0,008672, 
also «x = 0,003370 = 55% Nach HAYFORD gilt gegenwärtig dies als bester 
Wert. 


5. Trägheitsmomente des Sphäroids. Wir wollen noch die Bedeutung 
der beiden in (3-4) auftretenden Integrale kennenlernen. Wir berechnen 


1) A. ©. CLAIRAUT, Theorie de la figure de la terre, tir&e des principes de l’hy- 
drostatique, Paris 1743, oder Ostwalds ‚Klassiker der exakten Wissenschaften 
Nr. 189, Leipzig 1913 (im folgenden mit CO bezeichnet), S. 118. 
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die Masse des Sphäroids 


(x) M= [odr= [do | errdr— [do | 01° 5,.da 
0 0 


a, 


Go 
1 ör? 1 ö 
=1 [do 2 da—; | do [oe {@H—2euP, (cos H)]} da 
0 0 


== 1n | ga*da. 
ö 


Diese Formeln sind so zu verstehen: Das erste Integral ist über das ganze 
Sphäroid zu erstrecken, in den übrigen ist die Integration bezüglich do 
über die Fläche der Einheitskugel zu erstrecken, d.h. f do ist Abkürzung 


27 7 
für f do f sin®dd. Dabei wird noch (I-49) benützt. 
0 Ö 


Berechnen wir nun die Trägheitsmomente des Sphäroids bezüglich 
der drei Achsen des Koordinatensystems. Es ergibt sich mit derselben 


Bedeutung wie früher 
9,= je? +) dr, 
9,= [el +22) dr, 
0,= [et + dr, 
0.+9,+0,=2[e@ ++ Mdr—2 [da |ortar. 
0,+9,—9,= 2 [do [orzar 


Wegen der Drehsymmetrie des Sphäroids bezüglich der Drehachse 
(Z-Achse) ist O&,—©,, daher 


9,—=5 | do | er*@®+2)dr, 
Ö 


G, —) do Jr or? (r? — 22) dr. 
ö 
Nun ist nach Ziffer 1 
2 
22 —r? cos?d =; [1-+2P,(cos®)], 


somit 


ferzar=3(1+2P) [erar 
0 0 
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daher nach (I-40) 


1, FR 
Fee 
IE? in [erar— ze Pia fe u da 


und nach (]-2I-I) 


demnach 


en 17, re ölu as) 
ee a [e+ oa [er uf a: da je 3 0a, 


To 0, 47) 
2 87 16 re (u a® 
=; [u Pyde [ora= 5° [odda+ zz | en. da, 
0 0 0 


0 


somit nach (I) und (3-4) 


i j 
9,— 9,=3 (0-5) a2 M, 


d. h. auch der Unterschied der beiden Hauptträgheitsmomente 
ist von dem Dichtegesetz im Innern unabhängig (Satz von 
STOKES!). 


6. Potential eines Sphäroids in einem inneren Punkt. Ähnlich wie in 
Ziffer 2 wollen wir jetzt. das Potential des Sphäroids für einen inneren 
Punkt P berechnen. Wir denken uns eine sphäroidische Schale, d.h. 
wir nehmen an, der Körper bestehe aus allen Schichten, die man aus (1-5) 
erhält, wenn man a auf das Intervall 0 <a, <a <a, beschränkt. _ Die 


1) G.G. STOKEs, Transactions of the Cambridge Philosophical Society 8 (1849) 
672 oder Mathematical and Physical Papers, Bd. 2, S. 131—171, insbesondere 
S. 144. 
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a, und a, entsprechenden Werte des Radiusvektors seien r, und r;. 
r,d, @ seien die Kugelkoordinaten des Aufpunktes P, r’, 9, @' diejenigen 
eines Punktes P’ des schalenförmigen Körpers; ferner sei r <r’ für alle P’. 
Dann ist nach (I-Io) 

P„(ecos y) r? 


co 
n 
rue 


n=0 


somit das Potential der Schale, wobei das Integral bezüglich do’ über die 
Einheitskugel zu erstrecken ist, 


DE a 


Tr, 


Q, 
= 7" | P, (cos y) der for" Zda 
n=0 > a 


Go 


ör’ 2% 


- 3; 5 | Pateosy)dor 0 2 da 


a2 & 


Qo 
+r f P,(cos y) do’ | 0, Zu 


0% 
a ; 7) u 
= Na /P (cos y) do IRFAG It - 
n+2 a 


G) 
+ a P, (cos y) do’ Je 2 [in 4— seuP, (cos 2] da 


le 


(2 — n)eu P,(cosV |} de 


+4 [ea zer a; ‚on feia 


0, 
= gada — 7 Trer®P, (0059) [ 05. da j 
a, 
Wieder wurde (1-49) benützt. 
Ähnlich wie in Ziffer 2 verwenden wir die erhaltene Formel auch für 
Punkte auf der inneren Begrenzungsfläche der Schale. Die dort gemachte 
Bemerkung über die Ordnung des vernachlässigten Teils gilt auch hier. 


Für einen im Innern des Sphäroids liegenden Punkt setzt sich also 
das Potential aus zwei Teilen zusammen. Sei nämlich jetzt a, jener Wert 
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von a, welcher derjenigen Niveaufläche entspricht, auf welcher der Punkt P 
liegt. Für alle Niveauflächen mit kleinerem a ist P äußerer Punkt, sie 
liefern daher zum Potential einen Beitrag V,, den man erhält, wenn man 
@, statt a, und r statt r, in der Formel (2-1) für V, nimmt, also 


Für die Niveauflächen mit. größerem a ist P innerer Punkt. Sie liefern 
somit zum Potential einen Beitrag V,, der durch die Formel (I) gegeben 
wird, d. h. 


V; uf oada— "er? P,(cos d) 0 da. 
771 


Das gesamte Potential im inneren Punkt P ist daher 


qı 77 
4r 


= oadat+im | oada 


0 Aı 


Qı 4, 
ste 1 o(uaP) u 
— 5 Pz(eosd) Ey] 0 “ da Hl oda 
Ö 


a, 


7. Gleichgewichtsbedingung im Innern bei Isostasie. Nun bedenken 
wir, daß die durch die einzelnen Werte von a gekennzeichneten Flächen 
als Niveauflächen vorausgesetzt wurden, d. h. für jede von ihnen gilt die 
Gleichgewichtsbedingung (3-I), wobei aber jetzt V, an Stelle von V_ und 


r—=@, 1-3 € u P,(cos 0) | 


statt 7, zu setzen ist. Dann wird 


0% 


Qı 
V,= | oa:da+4n |[ gada 
Ö 


a, 
a, 
 dne 


een u(a,) P, (cos ®) oa? da 
a 
Ö 


—_ Ep P,(e 00) fe nn ) da +ale 2a, 
Ö 


Qı 
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also die Gleichgewichtsbedingung 


0) 


oarda+ mm [ oa da 
Ö 


a, 


4 k 


Qı 
+7 (a) Ps(osd) [ oa?da 
1 
Ö 


u ep f . 2 
— P,l(cos 9) E 0 da + a? du da 
J : : 0a 


qı 


Er z a? [1 — P,(cos®#)] = const. 


Der Koeffizient von P,(cos®) muß Null sein, daher 


a, 


Oı 0 
5 2 a; 
5u(a,)a/ [ oada— | 0° aaa} [ 0 %-da— 5° Ga: 
Ö Ö 


8ık?e 


dı 


Diese Beziehung gilt für alle a zwischen 0 und a,. Wir können sie daher 
nach a, differenzieren und erhalten 


a, 
(Bw a7 + 10ua,) [| ga da-+douat— Boua| 
Ö 


0% 
RE u ,. ie 
— ou dat | Eda+atow — Er 


Qı 


Dabei haben wir statt w(a,) und . kurz u und w geschrieben. Die 


Gleichung lautet auch 


Qı Qg R 
w 2Uu ou 5w? 
St kai 2 oc EEE ERS NEE 
(2) | sr ) fer ” 10. She 
0 


Wir differenzieren diese Gleichung nochmals nach a,. Dann folgt 


uw’ 2u 3u Hu 
ee 
1 1 i 


a, 
Nach den Überlegungen von Ziffer 5 bedeutet 4 f oa?da die Masse 
Ö 


des Sphäroids, das von der zu a, gehörigen Fläche begrenzt ist. Wir 


qı 
setzen zur Abkürzung [ eoa?da=u; u ist natürlich eine Funktion von a,. 
Ö 
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Damit können wir die letzte Gleichung in folgender Gestalt schreiben (wir 
lassen dabei den Zeiger 1 weg, da sie ja für alle Werte von a zwischen 0 
und a, gilt): 


"u EL 2oW ar + 2gua—0 
oder | 
7 2 ‚00? 2 0% 3 —( 
z ie ie 


Das ist die Differentialgleichung von CLAIRAUT!). Da u bis auf den 
festen Faktor e die Abplattung der zu a gehörigen Fläche bedeutet, liefert 
die Gleichung die Abplattung der Niveauflächen im Innern als 
Funktion vona, wenn die Dichte als Funktion von a gegeben ist. 


Aus (I) erhalten wir für die Oberfläche des Sphäroids (a, = 4,) 
a 


uw 2u ? 52 
2 im! 
| 7 \fe« et rrr 
0 


72 3 
a, a, 


oder, wenn wir (3-3) berücksichtigen und bedenken, daß an der Ober- 
fläche eu = « ist, 


(3) aa +2a= 2A. 


Wir wollen zwei besonders wichtige Fälle betrachten. Zuerst sei die 
Dichte konstant, also 


Die Differentialgleichung (2) lautet in diesem Fall 


6w 
ww’ uf), 
a 


Machen wir den Ansatz u—=ca”, so erhalten wir für m die Werte 0 und 
— 5. Der zweite kommt nicht in Frage, weil wir dann unendlich große 
Abplattung im Punkt O hätten, der erste liefert als Lösung u —= c, somit 


an der Oberfläche «& = nach (3). Dieser Wert war schon NEWTON?) 
bekannt. 
Dann sei die Gesamtmasse im Punkt O vereinigt, also sonst überall 


e=0 und u= nn Die Differentialgleichung lautet jetzt 


1) CO, 8. 128. 2) CO, S. 91. 
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der Ansatz u = ca” liefert für m die Werte 3 und — 2. Der zweite kommt 
nicht in Frage wie im ersten Fall, der erste liefert die Lösung uU = c0°, 
daher W = 3ca#, also an der Oberfläche 


uU =3c—=3u 
oder 
u +2u=Ödu, 
somit 
eu FU) =" +2 =deu—de, 


infolgedessen «& 2 nach (3). Diesen Wert kannte schon HuY6Hens. 


8 2. Erdmagnetismus, Entwicklung einer durch Beobachtungen 
gegebenen Funktion nach Kugelfunktionen. 


8. Magnetische Massen innerhalb der Erde. Als zweite Anwendung wollen 
wir die GAUSSschen Untersuchungen über den Erdmagnetismus behandeln. 
Durch diese Untersuchungen wurde Gauss!) dazu gebracht, sich mit den 
Kugelfunktionen zu beschäftigen. Die auf die positive magnetische Massen- 
einheit wirkende Kraft zerlegen wirin drei Komponenten X, Y,Z; X waag- 
recht zur Erdoberfläche in der Richtung des Meridians (Nord-Süd, wachsen- 
des 9), Y waagrecht in der Richtung des Parallelkreises (West-Ost, wachsen- 
des 9), Z senkrecht in der Richtung des Lotes (nach oben, wachsendes r). 
Den Nullpunkt des Koordinatensystems legen wir in den Erdmittelpunkt. 
Die Z-Achse gehe durch den Nordpol der Erde. a sei der Halbmesser der 
Erde, die wir im folgenden als Kugel voraussetzen wollen. Die Kugel- 
koordinaten des Aufpunktes P seien r, 9, o, die eines Punktes P’ mit der 
magnetischen Masse m’ seien r’, 9, @', der Winkel POP’ sei y. 

Wir nehmen an, daß die magnetischen Massen irgendwie im Erdinnern 
verteilt sind und betrachten ihre INIESIDE auf Punkte auf und oberhalb 
der Erde, d. h. wir setzen r saxsr voraus. Wie in Ziffer 2 ergibt sich 

1 1 , r’P,(cosy) 


PP == Sr ar Sn; 


r'2 P,(cos y) 
en 


e.., 


daher das Potential sämtlicher magnetischen Massen zu 


__ZmrP, (cos y) 2 Zm’r” P,(cosy) 
PP’ = y2 y3 


1) C. F. Gauss, Allgemeine Theorie des Erdmagnetismus 1838 (Werke Bd. 5). 
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Denn da zu jeder positiven magnetischen Masse die gleiche negative vor- 
handen ist, wird 2m’=0. Die Zähler der einzelnen Glieder sind als 
Funktionen des Aufpunktes Kugelflächenfunktionen, wir können sie also 
in der Gestalt 

Zm'r'” P,(cosy) = a"'?8S,(d, 9) 


ansetzen, so daß wir 


E oo ar+? 
2 & mr nd, P) 
erhalten. 
Für die drei Komponenten der Kraft hat man nach (I-4) 
10V 
an r 09° 
1 07V 
(X) Y=— rsin® E77 ’ 
oV 
Z — = ar’ 


wobei nach der Differentiation r = a zu setzen ist, wenn wir den Aufpunkt 
P auf der Oberfläche annehmen. Es folgt daraus 


RB) oO 
Ir a 
. "sind 2 0 Ze 


Die waagrechte Komponente der erdmagnetischen Kraft ist durch 
H=YX?+Y2 (X=Hcosd, Y=Hsind), 
die Deklination also durch 
7 
die Inklination durch 
a 
Je 
gegeben. Ist Z bekannt, dann auch seine Entwicklung nach Kugel- 


funktionen, d. h. es sind alle 8,(®, @) bekannt, somit auch X und Y. 
Ist X bekannt, dann auch 


120 = 28.00, 2) — 3 8,(m). 
n= n=1 


Lense, Mathematik. A, Bd. 23. 15 
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Die zweite Summe dieser Formel ist von @ unabhängig, weil die Kugel- 
funktionen im Pol %=r von nicht mehr abhängen, diese Summe ist 
also eine. Konstante. Die Kenntnis von X liefert infolgedessen ebenfalls 
die $8,(®, ©) und damit Z und Y. 

Ist schließlich Y bekannt, so bilden wir 


sind | Ydy = 378,99) — I 8,8, 0 
0 n=1 1 


n= 
daher wird 


o|. 4 = 
X Jin Frap— Zu Sn, o) 
also 


X (9,9) — X (9, 9,) = Buuzı fr ip). 


Kennt man daher Y und auf einem bestimmten Meridian @, auch noch X, 
so ist damit X und nach dem Früheren auch Z bekannt. 
Aus den Gleichungen (I) ergibt sich weiter 


a. =—rX, 

(2) = rsind r% 
oV 
u 


Ferner ist außerhalb der Erde AVY=0, also nach (I, 4-2) 


9) oV 1. .&f: oV 1 &2V 
_—_ Ip BEINE = EEE EEE 
(3) Or [ =) Baer: °% (sind 55) Tanz 0 _ 


Aus (2) erhält man 


(4) re) z und 2 (rsindY) = - 
aus (2) und (3) 
(5) — (r?Z)-+ — Z ex sin 9X) - u = 0, 
ferner aus (4) und (5) 
ie e = in - 
Zt — — 5 (X sind) — Er a 
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oder oX X Zt 
an 
oY 14 % 0Z 
© E=—1+ 
or r ' rsin® u 
0Z 2Z 1 1 o7Y 
a Tr rsind 5 (X sind) — rsind 3p' 


Sind also H, ö, j oder die Kraftkomponenten X, Y, Z in einem Gebiet der 
Erdoberfläche bekannt, und daher auch ihre Ableitungen nach ® und p, 
so kann man aus den Formeln (6) die Ableitungen der Komponenten nach r 
berechnen, also die Änderung von H, 6, j mit der Erhebung über der Erd- 
oberfläche bestimmen und damit die magnetische Wirkung von Gebirgs- 
massen studieren. 

Kennt man nämlich die Kraftkomponenten in weiter Entfernung vom 
Gebirge, also unbeeinflußt durch dieses, so kann man ihre Werte im Ge- 
birgsraum durch Interpolation bestimmen und kennt somit die von der 
Gebirgswirkung freien Werte im Gebirgsraum auf der Erdoberfläche. 
Aus diesen ergeben sich nach (6) die von der Gebirgswirkung freien 
Werte auf der Gebirgshöhe. Vergleicht man diese so gerechneten Werte 
mit den auf der Gebirgshöhe tatsächlich beobachteten, so ist dadurch 
die Einwirkung des Gebirges festgestellt. 

9. Magnetische Massen außerhalb der Erde. In diesem Fall ist 
r<a<r, somit 


rP,(cosy) , r®P, (cös y) 
ne ? 


BZ 


VE een 


m’ P„ (cos Y) 


schreiben wir in der Gestalt 


Die Kugelflächenfunktion )/ 


; yrrl 
T,(®, 
n 1. , somit wird 
a" 
v_ a u (d, p) 
= const+ Pr 5 
und für die Oberfläche (r=a) nach E 
f PB: 
Amen 
Te 
(f) ern N P); 
n=1 


15* 
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Die Formeln für X und Y sind dieselben wie in Ziffer 8, erst bei Z ist ein. 
Unterschied. Ebenso erhält man wie in Ziffer 8 


[xas — const + ” T„(®,@) 


p 
und auch für f Yd» dieselbe Formel wie in Ziffer 8. Die Entscheidung 
6 


darüber, ob der Sitz der magnetischen Massen innerhalb oder außerhalb 
der Erde sei, wird infolgedessen durch die Kenntnis der Komponente Z 
gefällt. 

Wir wollen jetzt: noch den Fall betrachten, daß die magnetischen 
Massen ihren Sitz teils innerhalb, teils außerhalb der Erde haben, d. h. 
wir haben für das Potential eine ee von der Gestalt 


V = const +4 2 


p); 
daher 


[ee] 


X=—- 5 318.89 +7,69), 


n=1 


| xa0 =const + 718,0.) +7,91. 
d n= 


Z= [Rn +8,09) — nT,0,9)]. 
n=1 
Kennt man also X und Z und daher auch ihre Entwicklungen nach Kugel- 
funktionen, so sind S, + T, und (n+-1)8,— rT,, für alle n bekannt, 
woraus sich alle S, und 7, berechnen lassen. Die GAUSS zur Verfügung 
stehenden Beobachtungen reichten zur Entscheidung nicht aus. 

Da es sich in den Reihen der Ziffern 8 und 9 um Entwicklungen von 
Funktionen handelt, die durch Beobachtungen gegeben sind, wird man von 
diesen Reihen immer nur eine endliche Anzahl von Gliedern berechnen 
können; es erübrigt sich also jede Konvergenzbetrachtung. 


10. Entwicklung einer durch Beobachtungen gegebenen Funktion nach 
Laplaceschen Kugelfunktionen. Hilisformeln. In den vorigen Ziffern kam 
die Aufgabe vor, eine Funktion, deren Werte für bestimmte Stellen der 
Einheitskugel gegeben sind, in eine Reihe nach LArLAckEschen Kugelfunk- 
tionen zu entwickeln, d. h. die Koeffizienten in dieser Entwicklung zu be- 
stimmen. Wir nehmen also an, die Werte von f (®, ©) seien gegeben für 
n 27 (29 —1)r ar 
(I) =0, Ps (p positiv ganz) 
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und 


d u 205% dy, 


Wir machen den Ansatz 


(2) 
mit 


8,9, 9) =4A,oP„(c0s®) + I] (A,,coskp + B,,sinkp) P, (cos d) 
#1 


und stellen uns die Aufgabe, die Koeffizienten A,, und D,, zu bestimmen. 
Diese Aufgabe wurde von F. NEUMANN!) gelöst. 

Wir brauchen dazu einige Hilfsformeln. Wie leicht aus der geometrischen 
Reihe folgt, ist für ganzzahlige h und p=1,2,3,... 


29, wenn eine ganze Zahl ist, 


p 
(3) e3 ee’ = h } R 
k=0 0, wenn 5, keine ganze Zahl ist. 
Damit berechnen wir für alle ganzzahligen m und n zwischen 0 und » 
8 8 
(Grenzen eingeschlossen) 
2p-1 
S/ eos (% ) COS [% =) 
& P 2 
n 29-1 | kmni a | knai h IE 
= 12 eP? te p e’?’ te p 
k=0 
1 Le mn) -k (mn) Ti | 
0 
—2p fürrm=n—=(0 odr m=n=p, 
=p fürm=n=12,3,..,p-—]1, 
—0 für m#n. 
Ähnlich ergibt sich 
a MIC NT 
5 sin (% -) sin (6) 
k=0 pP pP 
| ern _ um zii -kim-n) ni rn 
Se 


—0 für m=n=(0 odr m=n=p, 
—=p für m=n=1, 2, 3,..,p—1, 
—( für mtn 
1) F. NEUMANN, Astr. Nachr. 15 (1838) 313, neu abgedruckt Math. Ann., 
Bd. 14, 8. 567, ausführlicher dargestellt in seinen Vorlesungen über die Theorie 


des Potentials und der Kugelfunktionen, herausgegeben von Ö. NEUMANN, Leipzig 
1887, B. G. Teubner, Kap. 7. 
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und schließlich 


I MI\ . NIT 
»3 COS (r ) sin (k = 
k=0 p j p 


_. 
41 er 


—(. 


IT T IT TT 
= k(m+n) —- % k(m-n)--i -k(m-n)—i -k(m+n)—i 
2m | ( ir ( Er ( er ( 7 
e 


—e + e —e 


Wir stellen die erhaltenen Formeln zusammen: 


m=n=0oderp m=n=1,2,...,p—-1l m=tn 


k „| (% 2) = 2 0 
Ps cos m COS > 9 » 
ne M] It 
N sin (% -) sin (kn) — 0 p 0 
k=0 
2p-1l 

COS (km ©) sin BHE 0 0 0 
k=0 


11. Berechnung der Koeffizienten. Wir denken uns nun die Reihe in 
(Io-2) nach den cosko und sin ko geordnet. Dann folgt 
p 
(1) (®, 9) = 3) (a, coskp + b, sin kp); 
k=0 
dabei sind die a, und 5, noch Funktionen von ®. Setzen wir für % die in 
(I0-I) angegebenen Werte %, in die a, und 5, ein, so wollen wir dafür a,, 
und d,, schreiben. Damit ergeben sich die Gleichungen 
p 
AT UT u TE 
18 en) — Ya; cos er +b,,sin er) 
d=123:.:, Be La. 29-1: 


Wir multiplizieren diese Gleichungen mit cos bzw. sin" (r positive, 
ganze Zahl zwischen 0 und p, Grenzen eingeschlossen) und erhalten nach 


(10-4) 


29-1 2p-1l 
(2) B2: r(6,) cs", cos2!f” 
u p p Feet, p 
_ 2pa,, für r=0 oder p, 
pa,, für r=123,...,9—1. 

un run = run 

ulze ) sin — = b,, )) sin? ——- 
y=0 p A=0 p 


j09 für r=0 oder 9, 
 |2b,, fü r=1,2%,...,9—1. 
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Die Koeffizienten a,, und 5,, sind damit bestimmt,: mit Ausnahme von 
d,, und d,,; doch ist d,, in der Entwicklung (1) mit Null multipliziert 
und b,, kann für die in (Io-I) angegebenen Werte von p nicht bestimmt 
den weil sinpg für diese Werte verschwindet. Wir können daher Do; 
und d,, einfach gleich Null setzen. 

Unsere nächste Aufgabe ist es nun, aus den a,, und b,, die Koeffi- 
zienten A,, und D,, zu berechnen. Es: ist nach (Io’2) und (I) 


| %a = Ayn Pr (6089) + Ayrı,n Par (6089) ++ A,, Pz (608 9,), 


(3) 
|d,, = By, Ph (cos ®,) + Bar.» Par (cosd,) ++ + B,,P, (cos 9). 


Wir multiplizieren diese Gleichungen mit c,P% (cos®,), wobei die c, be- 
stimmte Konstanten sind, über die später geeignet verfügt werden soll. 
Wir erhalten 


p 
(4) B} C,Q, , P% (cos 9;) = 2, An de k (cos 9,) P% (cos ®,), 
q 
Pi; c,b,; Pi (cos d,) = ma 2 © ® (cos d,) Pf, (cos®,). 
ak 41 
m+N 
Nun ist P% (x) P®(x) nach (I-ı8) ein Polynom $, C,x vom Grad m-+n, 
Er = 


daher 


m+n 


Pk) Pi x) dx u Ö, [e dx. 
1 


Wenn wir bei gegebenen £, die Zahlen c, so bestimmen können, daß 


für gerades », 
q +1 v+1 
(5) ex = } x 1.=| 0 für ungerades » (<v< 2p) 
wird, erhalten wir nach (I, 2r-5) 
m+n 
(6) Je, pi m (&3) Bne)= $ Ze 0,8 
A=1 yv= 
m+n q m+n +1 
= 0, NV uaha=3 0, [| Hd 
v=0 A=1 v=0 —1 
2 (n + k)! 5 
_ für men 
u 2n+tli(n—k g 
— [ SUBEFURRED, Br eh | 
En | 0 fr mn 
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Setzen wir jetzt &, = cos®,, so ergibt sich aus (4) 


4 2 (n + k)! 
PL 77 DB (COS v,) 5 Ze (n — nr 


5 2 + k)! 
(7) & br Ph (0059) = 0 a Bar 


(R=0,1,2%,..,9 n=hk+l,...p. 


Damit sind die gesuchten Koeffizienten A,, und B,, berechnet, wenn wir 
noch die Bedingungen (5) nach den c, auflösen können. Das ist für 
q=2P-+-1 immer der Fall. Denn die Determinante dieses Gleichungs- 
systems ist in diesem Fall ?2p=g—]) 


it 3 ae 
6 | 
ec 


| Due usa 
Zieht man die erste Spalte von allen übrigen ab, so erhält man in der ersten 
Zeile 1, 0..., 0 und die Determinante wird durch 
&— &> erg a 
teilbar. Entwickelt man nun die Determinante nach der ersten Zeile, so 
ergibt sich N 1\ fer | 
& 1 + &, & 1 + &, ”. | 


+55 +8 art: 


rk) 


Wir multiplizieren die erste Zeile der Reihe nach mit &,&,... und 
ziehen sie von der zweiten, dritten usw. ab, hierauf die neue zweite mit 
SE &, ... usw. und ziehen von der dritten, vierten usw. ab. Dadurch 
läßt sich die neue Determinante auf die Gestalt bringen 

1 I ..]1 

Be oh 


=? Er ar u 
Behandelt man diese ebenso wie früher, so erhält man schließlich als Er- 


gebnis für die Determinante 


(&, Bu &,) (£; —_ &) er (€, == &,) (&3 2 &,) ze (&3 ER &,)° a (£, En &,-ı) : 
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Sie ist nur 0, wenn zwei der &, miteinander übereinstimmen, was bei uns 
nicht der Fall ist; damit ist die Behauptung bewiesen. 


12. Hilfssatz über Kugelfunktionen. Die Koeffizienten in der Ent- 
wicklung von f(®,o) nach LArLAcEschen Kugelfunktionen bis zu Funktionen 
p-ten Grades lassen sich sonach bestimmen, wenn /(d, @) für 2p äquidistant 
über den ganzen Kreis verteilte Werte von o und 2» +1 beliebige, unter- 
einander verschiedene Werte von ® gegeben ist. Es genügen jedoch auch 
schon p + 1 Werte von ®, die aber dann in bestimmter Weise gewählt 
sein müssen. 

Die Gleichungen (II-5) lassen sich nämlich auch für g=p-+-1 befriedi- 
gen, wenn wir 0<r<2p-+ 1 voraussetzen. In diesem Fall sind aber 
die &, nicht mehr willkürlich, ‚sondern sie müssen die Nullstellen von Pr (&) 
sein. Zum Beweis entwickeln wir 


J 1-&)=)D? (D=D). 


Es ist 


für entsprechend kleine |z!, also wegen = o+1=2g9-—]) 


6 


q 
PT a Lu 


— +o2tr.. 


Wenn wir diese Gleichung mit dem Produkt der Nenner der linken Seite 
multiplizieren, erhalten wir ein Polynom, das den Grad g— 1 nicht über- 
steigt, 


u? Deere 
I) ”— r Ze eg ...l, 
(2) SmeeSDaldsı,te) 
Die Koeffizienten von 2?, 22*', 27*?,..., z°2”".auf der rechten Seite müssen 


Null sein, daher haben wir die “2 Gleichungen für die D, 


D, 4 ; Dy-4 ... — 
(2) a 3 => 5 tr 0, 
D,-ı Dea-3 . Dy-5 N 
Zar u ir, Berl, 
D,;, , D,-2 , D 


q—4 za 
N 


Dy,-ı , Dy-3 , Dy-5 
4er 0, 
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q 
Bil) 2, ß,€ seidas LEGENDRESsche Polynom vom Grade q. Wie wir 


aus. Ziffer (I-31) wissen, sind die , bis auf einen Faktor durch die Be- 
dingungen 


+1. 
(3) [ePOd=0 (m=0,1,2,..,9—]) 
1 
; +1 ” 
oder, da s / ENT?’ dE— rn m--»+-1 ungerade) ist, durch 
a} mr trug 
q ß; 
(4) De er r 


v=0 
bestimmt. Die Glieder mit geradem m--»-+-1 fallen bei der Integration 
weg. 
Somit erhält man für 


‚Bo, Pe, Pa u 
m-1: 2+R 4 4...=0, 
. Po Pa Pa 


Er 


en Pı Ps Ps _ 
m—3: Dee, 


Dieses Gleiehungssystem stimmt mit den Gleichungen (2) überein, in- 
folgedessen sind nach (I-3I) die D, bis auf einen. gemeinsamen Faktor 
die Koeffizienten von P, (8). 


Das Polynom 2? 5” = stimmt also bis auf den Faktor von 2? mit P,(z) 
v0 
überein, seine Nullstellen &, sind daher die Nullstellen von P,(z). Die 
Gleichungen (2) wurden unter der Voraussetzung der Gültigkeit von 
(II-5) und von g=p--1 gewonnen; somit lassen sich diese Forderungen 
nur dann erfüllen, wenn die &, die Nullstellen von P,(&) sind. 

13. Hilissatz aus der Algebra. Wir haben jetzt noch zu zeigen, wie man 
aus den Gleichungen (11-5) die c, berechnen kann, wenn man g=p-+1 
und somit für die &, die Nullstellen von P,(£) wählt. Wir brauchen dazu 
einen Hilfssatz aus der Algebra. 

Ks Day. ., %, Seien n Unbestimmte, 0], 03, ..., 0, ihre sogenannten. 
symmetrischen Grundfunktionen, d. h. o, sei ihre Summe, o, die Summe 
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der Produkte aller Konibinationen zu je zweien, o, die der Produkte zu 
je dreien usw., co, ihr Produkt. Lassen wir eine dieser Unbestimmten, 
z. B. die erste weg,.so mögen T,, Ts,..., T;_, die symmetrischen. Grund- 
funktionen der übrigen sein. Dann ergibt sich 


1 =171+2% 


09,154 %T, 
0, ze LT 1 
oder 
171 =0, 70%; 
un 2 
(1) = - 4,4%: 


x 2 3 
|. =, —-%%+ %0 —-%; 


q q 
(2) JI1-&9)=N D,” D=) 


mit Hilfe von Koeffizientenvergleichung durch — D,, D,, —D;, D,, ... 
gegeben. Wir bilden nun 


N An 
(1 — 832) (1 — 832) ++ (1 &g2) r call — 812) (1 &32)» (1 892) + Br 
q 
2 JI (1— 82) 
A=1 
Multiplizieren wir die Produkte im Zähler von (3) aus und ordnen nach 
Potenzen von 2, so erhalten wir, von den Faktoren c, abgesehen, im ersten 


Glied der Reihe nach mit abwechselnden Zeichen die symmetrischen 
Grundfunktionen von &,,&,,...,&, als Koeffizienten von 2, 2°,..., amt 


im zweiten die von &,, &, ..., &, usw. Wir müssen sie jedesmal mit 
€, C9, ... multiplizieren und addieren, um die gesamten Koeffizienten von 
2,2%,... zu erhalten. Wir wollen die symmetrischen Grundfünktionen von 


euer 2, mit 771; Taj; Tgı, .. ., die von 1,83, ..., &, Mit Tyg, Tgg, Tga5 » 
usw. bezeichnen. Dann ist nach den Gleichungen (1) 


11 =—-D-&, u =D+&D+E, m =D DD. 
1 =—-D-& 9 =D+&D+& 19a =—-D-&D—-8D—8&:.- 
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Wir haben also die erste. Zeile dieser Gleichungen mit c,, die zweite mit 
C, usw. zu multiplizieren und dann die Spalten zu addieren, um mit ab- 
wechselnden Vorzeichen die Koeffizienten von z, 2%,... im Zähler unseres 


q 
Bruches zu erhalten. Es ergibt sich, da das konstante Glied PR c, ist, 
i=1 


für die Koeffizienten von 2°, zu a ER 
PR 
D,26 + 20,85, 
(4) D,2,+D 2, +28, 
D,2,+D24&,+DL2285 +28, 
oder mit Rücksicht auf (II-5), wenn wir noch wegen des Faktors 2 im 
Nenner von (3) die Hälfte nehmen, 1, Dj, D)+3, D+3D,, .... Den 
Ausführungen am Beginn der vorigen Ziffer entnehmen wir, daß der Zähler 
der rechten Seite von (3) (einschließlich des Faktors 5) durch (12-I), der 
Nenner durch (2) gegeben ist. Wir haben daher 


B=1, 
E,=D,; 
; 1 
B,=D,+3, 
1 
B=D;+3Dı: 
1 1 
E,=D, 1 3D.t 5: 
et 


1 1 1 
BE=D+3D+t3zPDt7: 


Das Bildungsgesetz ist klar. Die D, sind nach Ziffer 12 die Koeffizienten 
von P,(z), dividiert durch den Koeffizienten ©, der höchsten Potenz 2, 
weil D,=1l ist. Es ist also 


Di: DE Ds Ds eeT. 
D54 Dis Des a: sind die Koeffizienten von 21-2 2174 24-6 .,., dividiert 
durch ©,. Wir erhalten demnach auch 
B,=eR, = B,. eu el, 
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Der Bruch (3) hat also die Gestalt 


wenn wir 


setzen. 
Zerlegen wir diesen Bruch in Teilbrüche gemäß den Nullstellen n, 
des Nenners, so erhalten wir 


U a TE _ 
j mm hl: 
daher 
71 1 
Mg,’ MT 


Nun ist nach einer bekannten Formel der Teilbruchzerlegung 


u m let 
er] 
daher 
„Tele 
ö P,(&) 


Damit sind die Zahlen c, sämtlich berechnet und die Behauptung am An- 
fang von Ziffer 12 ist damit bewiesen. 


14. Entwicklung einer durch Beobachtungen gegebenen Funktion nach 
Legendreschen Polynomen. Die Formel (Ir-6) gilt ihrer Herleitung gemäß 
auch für k=0 und liefert dann 


für m=n, 


2 
(1) GPn(&) P.&) = an +1 


0 für mn. 


iR 


A 


Haben wir also eine Funktion f(&) für g—=p--1 untereinander verschiedene 
Werte &,, &, ..»; &5 +] zwischen —1 und +1 gegeben, so können wir den 
Ansatz 


p 
f9=N A, P,(& 
n=0 
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machen und haben 
p 
= A,r,e) =1,2,..,Pp+1). 
n=0 


Multiplizieren wir diese Gleichungen mit c,P,,(£,) und addieren, so er- 
gibt sich nach (I) 


nr 2 Am 
2 FE) Pn (Er) = 5m+1 
oder ee 


A, -(m+35 2) HE Pte m=0,1,2,...,9). 
l 


Dabei müssen die &, geeignet gegeben, nämlich gemäß Ziffer 12 die Null- 
stellen von P,,,(£) sein und die c, dann nach den Formeln der Ziffer 13 


berechnet werden. 
Wir wollen jetzt f(£) noch in anderer Weise nach LEGEN DER en Poly- 


nomen entwickeln. De setzen wieder an 


SE 5 4A,P,(& 
n=0 


und wollen annehmen, daß 2» Beobachtungen vorhanden sind. Dann 
können wir die Koeffizienten nicht mehr so bestimmen, daß alle Gleichungen 


p 


2p p 2 
erfüllt sind, wohl aber so, daß N | &)- 2, A,„P„(E,)| seinen kleinsten 
A=1 n=0 


Wert annimmt. 
Wir denken uns die £, so gewählt, daß 


’ 2 
=® er -P_ für gerades v 
(2) ap] @da=- ei 
i=1 0 für ungerades v 


(O<v<s2p) ist. Wie das zu geschehen hat, werden wir später sehen. 


Nun überlegen wir ähnlich wie in Ziffer 11. P,„(x) P„(x) ist ein Poly- 
m+Nn 


nom in x vom Grad m-+n; es sei BJ, Ö,x’. Dann haben wir nach (2) 
v=0 
und (I, 21-1) 
2 m+n 
NER O-N N CH 
)=1 v= 
-p N 0, |wda=p Pu) P a 


14. Entwicklung nach Legendreschen Polynomen. 241 


Damit wird 


2p v 2 
3) ID Ar 5) 
i=1 n=0 
2p p 29 » AR 
= VEP AN AN TEAP + 
A=1 n=0 i=1 Pe, 
7 5 2. 2n-+1 2 
= N r@oP + ze VHH-Vrre P,66) 
p N 2» 2 
=u ar dr P ei) > 


2n+1l =D 
(4) An=,, A FE) Pu(&) 
setzt. 

Jetzt haben wir noch die Gleichungen (2) aufzulösen. Bezeichnen wir 
die symmetrischen Grundfunktionen der &, wieder mit o,, 03, 03, . - -, 09 : 
und setzen 

2p 
(5) ent, 
es 
Es ist also nach (2) 
’ 2p _2p 2p 
S=2P, 2 8 re 92 "3pLT’ 
Jg ger, md. 


Wir greifen jetzt nn. auf die Überlegungen aus Ziffer 12 und 13 
zurück, d.h. wir bilden Yr- a setzen aber c,—=&,. Dann erhalten 


wir für die Koeffizienten Be wenn wir alle Brüche auf den ge- 


meinsamen Nenner 
PR 


p (2) = /[(1—-8&;2) 


i=1 
bringen, unter Benützung der Abkürzungen s, 
5, Sg —- 0155 Sg—01%g 4 0351, S4— 015-4 088g — A351: --- 
Wir haben einfach in (13-3) =29, , =£&,, Di = — 0, Da = 05, Da = — 05, 
D,=0,, ... zu setzen und (5) zu verwenden. Nun ist 
o2)=1—0,2+%92°—--- + 0,2, 


(= — 0742052 — + 2p0,,2?\ 


2» = 
op 1 — &ı2’ 
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wenn wir logarithmisch differenzieren, daher 


2p-1 
0, — 20824 — 290,,2°” 


also 
O] ——— 5 ’ 
2, =, — 0,8, 
I =S3;— 08 + 058, ; 
allgemein 


Hrn, see DV, 0 WEL 22: 
Aus diesen Gleichungen lassen sich der Reihe nach die o, berechnen, wenn 
die s, gegeben sind. In unserem Fall erhält man wegen 


te = 8,_,=0 
auch 


(6) ==. =0,_, =. 
Nachdem die o, berechnet sind, ergeben sich die &, als Lösungen der 


Gleichung (=) —=0. Neben £, kommt wegen (6) immer auch —£, als 


Lösung vor. Z. B. liefert p=1 die beiden Werte + Es p9—=2 die vier 


v3 
Werte +3 (1 + vu): Sind alle £&, reell, so liegen sie zwischen —1 
und -+ 1; denn wäre auch nur eines der &, > 1, so könnte 


ie 


nicht also <]1 sein. Sind außerdem sämtliche Lösungen einfach, 


so kann man die Gleichungen (2) in der geforderten Weise erfüllen. Setzt 
man dann für die A, die durch die Formel (4) gegebenen Werte, so hat 
die Entwicklung 


p 
(7) 2 An Pr.) 


2n D 2 
die Eigenschaft, daß | f(&)— I A„P,(&)| seinen kleinsten Wert 
A=1 n=0 


annimmt, genauer gesprochen: der genannte Ausdruck ist größer, wenn 
man für die A, andere als die in (4) angegebenen Werte wählt. Die An- 
näherung der Funktion f(&) durch die Entwicklung (7) erfolgt also im 
Sinne der Methode der kleinsten Quadrate. 
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& 3. Dreifach orthogonale Flächensysteme, besondere Lösungen 
der Laplaceschen Differentialgleichung. 


15. Besondere krummlinige Koordinaten. Wir führen Zylinderkoordi- 

naten ein, d. h. wir setzen 

*=0C0089 
(1) y=osino 

ZB: 
Sie gehören zu einem besonderen dreifach orthogonalen System, den Dreh- 
zylindern o = const mit der Z-Achse als Drehachse, den Ebenen 9 = const 
durch die Z-Achse und den Ebenen z = const parallel zur X Y-Ebene. 
Das Bogenelement ist hier 


da? + dy? + de? —= do? + 0? do? + d22. 
Nun führen wir an Stelle von o und 2 die Koordinaten 7 und Ö durch die 
Formel 


(2) 2 +ie=fim+ id) 
ein, d.h. wir denken uns f als analytische Funktion der komplexen Ver- 
änderlichen n +: und betrachten 2 und io als ihren reellen und imagi- 
nären Teil. Die Kurven 7 = const und ®—= const der 2, o-Ebene schneiden 
sich nach der Lehre der konformen Abbildung rechtwinklig, daher auch 
die Flächen n = const und 9 = const im Raum mit Rücksicht auf die 
Drehsymmetrie des Systems bezüglich der Z:Achse als Drehachse. Diese 
Flächen werden wieder von den Ebenen p = const rechtwinklig ge- 
schnitten. Wir haben also ein dreifach orthogonales Flächensystem. 
Es ist 
Fr + ide = fm + 18) (dn + 149), 
dz — ido = f (n — id) (dn — idd), 


somit 
(3) da? + de — f’(n + 0) F (m — vd) (din? + AP), 

dr + dy? + di = rd + In + vo) ln — vd) (di? + 0°), 
also nach (I, 2:0) 
(4) H- 
AV=0 wird daher nach (I, 4-1) 
3 Furt tet 


mit 
io =fn+ 0) — fin — id) 


De Heuer se Steel n, 
> BE 


gemäß (2). 
Lense, Mathematik. A, Bd. 23. 16 
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Wir versuchen wie in Ziffer (I-47) eine Lösung durch den Ansatz 
V= HOP zu erhalten, wobei H nur von n, O' nur von d, ® nur von © 
abhängen soll. Damit wird aus (5) 


ad 1 fm+ie)— fi) 2 ya dH 
a 


1 f(n+:9) — f(in— id) 2 .7dO) __ 
ft 


Da das erste Glied nur von p und die beiden anderen nur von n und ® 
abhängen, muß es konstant sein, also z. B. 
100 , 
ru 
D—= A, cosmp-+ B,„sinmo. 
Dann bleibt noch 


1 fo +W)- nid) 8 
a 


id) — — id) 0 a i 
a lt fen 1 + = 0. 


Wenn wir nun voraussetzen, daß 


Furt zıd)  _ ' 
(7) Fa+ id) mia am) +) 


ist, so wird aus (6) 


1i@H 180 fin+id)—-f (nid) 1 dH 


H m "OT Fm+id)— mid) H dn 


d) — i9) 1 dO 
Tr 2 KaMd+RM]=0. 


Ist weiter 


(8) a ey 


fi 
Reel 


PR len id) + f(n— id) 
in + 9) — fin — 19) 


—=F,(®), 


so muß sein (& = const) 


d?H dH 
Frau) ler Ar 4m?yx,(n) H=«H, 


d?O 


(9) 19 
FrY +f#, dr Fr\ +4m,W) 0 = — ad. 
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16. Verlängertes Drehellipsoid. Wir setzen 


(7) Int) =clLof (+19), 
wobei c>0 sein soll, dann wird 


z2=c(lofncosd, 
Ds cSinnsind, 
also 
x=c5innsin®cosp, 
y=cSinysindsino, 
z=c(ofncos®. 


Die Flächen 7 = const sind daher die verlängerten Drehellipsoide mit der 


Gleichung 


x” + y? ZU 
aan! 


eSm:n ec 


Sie entstehen durch Drehung von Ellipsen mit den Achsen cCofn und 
e5inn um die Z-Achse, wenn wir 7 auf positive Werte beschränken. Da 


2 Con ®Snmn=d 


konstant ist, haben alle diese Ellipsen dieselben Brennpunkte, und zwar 
liegen diese auf der positiven und negativen Z-Achse im Abstand c vom 
Nullpunkt. Für n„=0 erhält man den zwischen den Brennpunkten ge- 
legenen Teil der Z-Achse. 


Die Flächen #®—= const sind die zweischaligen Drehhyperboloide mit 
der Gleichung 
22 + y? 22 e- 
e2sin®# ! co? 
Sie entstehen durch Drehung von Hyperbeln mit den Achsen csind und 
lecos#|, wenn wir d auf die Werte zwischen 0 und x beschränken. Da 


sind + c?co?d9— ec 


ist, haben diese Hyperbeln dieselben Brennpunkte wie die Ellipsen. Für 
=0(0 und d%=nz erhält man die außerhalb der Brennpunkte liegenden 


Teile der Z-Achse, für = 5 die «y-Ebene. Den Werten von ® zwischen 


0 und au entsprechen die Punkte mit positivem 2, den zwischen - und 


z diejenigen mit negativem 2. Wir erhalten sämtliche Punkte des Raumes 
für n >20, O<SP<se spo<2n. 
16* 
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Aus (1) folgt gemäß den Formeln (7), (8) der vorigen Ziffer 
nt) =c5Snn+ iD), 
nt) fm — 10) = (Din? n cos?d + Lof?n sin? d) 
— 2 (Cof?n — c03?d) = c? (Sin?n + sin? 9), 
Un +0) - fm — WA)? = — 4? Sin?nsin?d, 


tif | 1, 1 | 
ni) —fn-wP 4 !Sin?n | sin2 9)’ 
1 1 
ee 4Sin®n?’ KO) = — gap: 
Fo)={tsn F,(#) = ctg d, 
daher nach (15°9), wenn wir = — n(n-+-1) setzen, 


, ar + a +ra+n]#=0, 
(2 


m? 
sın? ® 


terre +2 |9=0. 


Führen wir in die erste Gleichung (2) die Veränderliche u= Cofn ein, 
so erhalten wir 


@®H d’H 
re "+7, Coln, 


somit 
en) rer +D+ a |R=0. 


daher nach (II-ı7) und (Il-ıg) für H die Lösungen P?(Cofn) und 
DI (Cofn). 

Führen wir dagegen in die zweite Gleichung (2) die Veränderliche 
u= Cos® ein, so erhalten wir 


d® d® in®, 
Fe mi Ey sın 
d29 vo. 
oe kun n29 — — 
Fre cos d, 
somit. 
d2O d® 


1-1) — 2u5, +|r n+1-7",]0=0 


und nach (I-I8) und (I-43) für © die Lösungen P" (cos®) und Q (cos 9). 
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Für die gewöhnlichen Anwendungen können wir uns auf P7(cos®) 
und positive ganzzahlige m und n mit der Bedingung 0 < m << n beschrän- 


ken. Für V ergeben sich damit die Lösungen P? (Cofn) P7 (cos®) _ MO 


und D(Cofn) P'(cosd) . mp. Nach Ziffer (I-43) wird Pf(Coim) 
mit n unendlich, dagegen wird D”(Cofn) unendlich für n>0. Inner- 
halb des Drehellipsoides „=, wird man daher die erste der beiden 
Lösungen und außerhalb die zweite verwenden. Zur Berechnung von 
D”(&ofn) dient die Formel (II, 14:9). Sie liefert 
DRM, ae m)! FR _ 

Dr Co Sintgeriermtnn 

x F(5+m, ntm-+1, n+S, ee), 
P”(Cofn) folgt aus Ziffer (I-43). 


17. Abgeplattetes Drehellipsoid. Für die Funktion f(n-+:®) in (15'2) 


setzen wir jetzt 
(1) Inm+)=e>inn+ id), 


wobei wieder c >00 sein soll. Dann wird 


2=c5inncos®, 
b —cCofnsind, 
also 
x—=c(Cofnsin®coso, 
y=c(Cofnsin®sino, 
2—c5inncos®. 


Die Flächen n = const sind daher die abgeplatteten Drehellipsoide mit 
der Gleichung 

x2 + 2 22 

Ton tan 
Sie entstehen durch Drehung von Ellipsen mit den Achsen cLofn und 
c Sinn um die Z-Achse, wenn wir n auf positive Werte beschränken. Da 
2 Lof?n— & Sinn =c? ist, haben alle diese Ellipsen dieselben Brenn- 
punkte. Diese Brennpunkte beschreiben bei der Drehung einen Kreis K 
vom Halbmesser c, sein Mittelpunkt liegt im Nullpunkt, er selbst in der 
xy-Ebene. Für n—=0 erhält man den von diesem Kreis begrenzten Teil 
der xy-Ebene: Die Flächen ® = const sind die einschaligen Drehhyper- 
boloide mit der Gleichung 

Fee. ni ne 

c"sin?® c?cos?d j 
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Sie entstehen durch Drehung von Hyperbeln mit den Achsen csind und 
|cecos#|, wenn. wir # auf die Werte zwischen 0 und x beschränken. Da 
®sind® + eco? —= c? 
ist, haben diese Hyperbeln dieselben Brennpunkte wie die Ellipsen. Für 
®=0 und ®=7 erhält man die Z-Achse, für $® = 5 den außerhalb des 
Kreises K gelegenen Teil der xy-Ebene. Den Werten von # zwischen 0 
und 7 entsprechen die Punkte mit positivem z, denen zwischen S und x 
diejenigen mit negativem 2. Wir erhalten sämtliche Punkte des Raumes 

fürn >0, 0o<SdSsa, 0<p<2n. 
Aus (I) folgt gemäß den Formeln (7), (8) von Ziffer 15 
Fmtid)=cko(n+:d), 
Fin +i9)f(n — id) = 2 (Cof?n cos®?d + Sin?nsin?d) 
— ce? (Lof?n — sin?9) = & (Sin?n + cos?%), 
fin +19) — fn — (9)? = — 4 Cof?nsin?d, 


een le om) 
Fmtid— ni? 4 \sin?d Cofin]’ 
1 1 
Kıln) = 4 Cofen? (0) = — 4 sin29’ 
F,m=Tgn; F,@)=ctgd, 


daher nach (15.9), wenn wir a=n(n--1) setzen, 


d?H dH m? 
5 rt tra, rat DH, 
(2) 
d?© do m? 
red mat nnr+dVe. 
Führen wir in die erste Gleichung (2) die Veränderliche v=i5inn ein, 
so erhalten wir 


dH .dH 
ae: 
@H  dH 
Fu 5 ln ti, Zum, 
somit 
d2H dH m?2. 
> KBEHR ee BEER BEN 
15 + 205 In(n + 1) —u|# 0, 


daher nach (II-ı7) und (Il-ıg) für H die Lösungen Py (Sinn) und 
D”(iSinn). Führen wir dagegen in die zweite Gleichung (2) die Ver- 
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änderliche u—=cos® ein, so ergeben sich wie in der vorigen Ziffer für © 
die Lösungen P? (cos®) und Q7’(cos d). 

Für die gewöhnlichen Anwendungen können wir uns auf P% (cos) 
und positive ganzzahlige m und n mit der Bedingung O<m<n be- 
schränken. Für V ergeben sich damit die Lösungen 


Pr (i Sinn) P% (cos d) = mp und DW (i Sinn) P% (cos d) 2 MO. 
Nach Ziffer (15-3) ist das Bogenelement in einer Meridianebene & — const 
durch 
d2+de=f' (n+ i0) f’(n— id) (dy? + 40?) = c* (Sin? + cos? 9) (d7? + dd?) 
gegeben. Die Ableitung von DP(e Sinn) Pf (cosÖ) senkrecht zu den Flä- 
chen n = const bzw. # = const oder, in Vektorschreibweise, die Kom- 


ponente des Gradienten dieser Funktion senkrecht zu den erwähnten 
Flächen ist daher nach (I-4) 


P?* (cos ®) dO” (iSinn) n OP (iSinn)  dP(cosd) 
3) c YSin?®n + cos? d dan 2. . eYSin?n + co3% a 
Nach (I-ı3) und (I-ı8) enthält P”(cos®) ein von Null verschiedenes 
P7 (cos 9) 


konstantes Glied, wenn n — m gerade ist;. og wird daher unend- 
lich für 9 > 5 . Ferner ist 
dO”(iSinn) dM (Sinn) 
re 
Es bleibt daher endlich für 7„— 0, denn D(z) und seine Ableitungen sind 
endlich für z2=0. Der erste der Ausdrücke in (3) könnte daher unend- 
lich werden für 9 > ‚n>0, wenn n— m gerade ist. 
e P} (cos ®) 
Ist n— m ungerade, so ist P7’(cos®) durch cos teilbar, SE 
bleibt daher endlich für 9>. Nun ist aber 
d.P" (cos 9) dPM(&) 
ur u 
Da in diesem Fall das Polynom P®(£) ein Glied mit & enthält, kommt 
in P(®+D(£&) ein von Null verschiedenes konstantes Glied vor. Nun ist 


sin® (£E = c08®). 


mi _ I. ._.nm (1 __ 2 (m) 

daher r&9=-1"1-97 Pe, 
dP% (€) 
de, 


EP E + (— 1)" (1-2)? Pm+d(e), 


m 
a1 


= (mil &) 
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ap" (€ dP"” (cos®# 
Für E=0 (# — 3) ist also nn und damit auch an endlich und 


gs _ereen für ® — a —>0(0 unend- 
YSin®n+ c0o82% Da 


lich wird und D” (Sinn) dabei endlich bleibt, könnte in diesem Fall 
der zweite der beiden Ausdrücke (3) unendlich werden. 


von Null verschieden. Da aber 


D" (Sinn) P®(cos®) hat also für „=0, 9-1 


2) 
2 


d. h. auf dem 
Kreis K Ableitungen, die unendlich groß werden könnten. Innerhalb 
eines Ellipsoides „=, kommt daher als Lösung 
on. cos 
pP, W>inn) Py (cosd) MY 


in Betracht, außerhalb nur DV («Sinn) PY (cos ®) un MP: denn P? (Sinn) 
wird mit n unendlich groß. Die Verwendung der Kugelfunktionen zur 
Lösung der Potentialgleichung in Randwertaufgaben bei Drehellipsoiden 
geht auf G. Lam&!) und E. HEINE?) zurück. 


18. Orthogonale Kreisbüschel. Wenn wir im Dreieck ABP (Abk. 45) 
den Winkel bei P halbieren, so trifft die Halbierungslinie die Seite AB 


Abb. 45. 


im Punkt A’, Wir ziehen BC|| PA’ und PB’ | BC. Dann halbiert PB’ 
den Außenwinkel BPC, und es ist PB=PC, somit AA:A'B=AP 
:PC=AP:P Bund ebenso, wenn wir noch BD|| PB’ ziehen, BD | PA’, 
daher PB=PD und AB:BB=AP:PD=AP:PB. Wir hal- 
bieren die Strecke A’B’ durch den Punkt M und beschreiben um M einen 
Kreis K, der durch die Punkte A’ und B’ geht. Weil der Winkel A’PB’ 
ein rechter ist, geht der Kreis auch durch den Punkt PP. 


1) G. Lam&, J. Math. pur. appl. 4 (1839), 351. 
2) Siehe Fußnoten in (I-19) und (1I-32) und J. reine angew. Math. 26 (1843). 
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Wir hatten erhalten 

(I) A4A:AB=AB':BB. 

Wir gehen nun umgekehrt von vier solchen Punkten einer Geraden aus, 
halbieren die Strecke A’ B’ in M, schlagen um M als Mittelpunkt den Kreis K 
mit dem Halbmesser MA’ = M E’ und wählen 'auf ihm einen beliebigen 
Punkt P. Dann ist der Winkel A’P.B’ ein rechter. Wir ziehen BD|| B’P 
und durch den Schnittpunkt E von A’P und BD die Parallele zu AB’. 
Sie trifft APin A,, BPin B,, B’ Pin B,. Dann gilt 


also wegen (I) 


(2) A,E: EB,= 4, Bi: B,Bı. 
Ferner ist 
DE:PB=A,E: A,Bı, 
BE: PBI=EB,: BB}, 
somit 


DE=BE wegen (2). 


Danach ist ADPE= A PEB, weil BD | P4’ ist, also halbiert PA’ 
den Winkel APB und PP’ als Normale auf PA’ den Außenwinkel BPC. 
Dann ist aber nach den Überlegungen am Anfang dieser Ziffer AP: PB 
— AA’: A’B. Die Punkte des Kreises um M haben also die Eigen- 
schaft, daß das Verhältnisihrer Abstände von den beiden festen 
Punkten A und B konstant ist, nämlich gleich dem festen Verhältnis 
AA’:A'’B=AB':BB. Dieses Verhältnis läßt sich auch so schreiben 
(AM — A’M):(AM— BM)=(AM +MB'):(BM.+ MB), woraus 


wegen AM=MB’—= PM folgt 

(3) AM-BM= PM?. 

Legen wir daher durch die Punkte A, B, P einen Kreis K’, so folgt aus dem 
Sehnentangentensatz des Kreises zufolge der letzten Beziehung, daß PM 
Tangente an den Kreis K’ ist. Die beiden Kreise K und K’ schneiden sich also 
rechtwinklig. Lassen wir den Punkt P den ganzen Kreis K durchlaufen, 
so erhalten wir jedesmal einen anderen Kreis K’. Alle diese Kreise K’ 
gehen durch die festen Punkte A und B, bilden also ein Kreisbüschel und 
werden sämtlich von dem Kreis K unter rechten Winkeln geschnitten. 
Lassen wir dagegen den Punkt P den ganzen Kreis K’ durchlaufen, so er- 
halten wir jedesmal einen anderen senkrecht schneidenden Kreis K mit 
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dem Mittelpunkt M auf der Geraden AB. Der Mittelpunkt M wird ein- 
fach dadurch gefunden, daß man in P an den Kreis K’ die Tangente legt 
und sie mit der Geraden AB zum Schnitt bringt. Wir erhalten somit 
zwei Kreisbüschel; das eine besteht aus allen Kreisen durch 
die festen Punkte A und B, das andere aus allen Kreisen, 
welche sämtliche Kreise des ersten Büschels senkrecht schnei- 
den. Die Mittelpunkte dieser Kreise liegen auf der Geraden AB. 
Dieses Kreisbüschel besteht aus zwei Systemen, die spiegelbildlich zur 
Mittelsenkrechten von AB liegen. 

Aus (3) folgt die Ähnlichkeit der Dreiecke AM Pund PM B und daraus 
und (3) 


Wir setzen A = _ und führen noch den Winkel APB=» ein. Für 
alle Punkte eines Kreises K ist A, für alle Punkte eines Kreises K’ da- 
gegen © konstant, soweit sie auf derselben Seite von AB liegen. 

Wir erhalten alle Kreise K, wenn wir / alle positiven Werte durchlaufen 
lassen; für A=0 schrumpfen diese Kreise auf den Punkt A zusammen, 
für A=1 erhalten wir die Mittelsenkrechte von AB, für A> + oo 
schrumpfen sie auf den Punkt B zusammen. A<1 liefert die Kreise der 
linken Seite, A>1 die der rechten Seite. 

Um alle Kreise X’ zu erhalten, haben wir ® alle Werte von 0 bis n 
durchlaufen zu lassen. Für Punkte P oberhalb der Geraden A B wächst ® 
It 
2 
endlichen oberhalb A B bis zur Mitte O der Strecke AB rückt, und von 5 
bis x, sobald der Mittelpunkt sich unterhalb A.B wieder ins Unendliche 
entfernt. Für die Punkte P unterhalb der Geraden AB ist der Winkel 
APB dann durch x” — ® oder, wenn wir seine Ergänzung auf 2 wählen, 
ihn also in demselben Sinn wie oberhalb A B zählen, durch r + d gegeben. 
Verstehen wir demnach unter 9 immer den in diesem Sinn gerechneten 
Winkel A PB, so wächst 9 für die Punkte P unterhalb AB von r bis 2. 


von 0 bis 7, wenn der Mittelpunkt des betreffenden Kreises aus dem Un- 


19. Ringkoordinaten. Lassen wir das ganze System von Kreisen um 
die Mittelsenkrechte der Strecke AB rotieren, so entstehen aus den 
Kreisen K’ Kugeln, aus den Kreisen K Kreiswülste, Ringe (Torus), 
die von den Kugeln rechtwinklig geschnitten werden. Um zu einem drei- 
fach orthogonalen Flächensystem zu gelangen, brauchen wir nur noch die 
Ebenen durch die Drehachse einzuführen. Wir werden den Nullpunkt 
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in den Mittelpunkt O von AB, die Z-Achse in die Drehachse legen und 
die Ebenen durch die Drehachse durch den Winkel » kennzeichnen, den 
sie mit der x2-Ebene einschließen. (0 <o < 2r). Dann müssen wir aber A 
auf die Werte > 1 beschränken, da der rechts von der Drehachse gelegene 
Teil durch die Drehung, d. h. durch die Änderung des Winkels @ einmal 
auch auf die linke Seite kommt. Wir erhalten also für A>1, 0<d< 2n, 
0<o<2r jeden Punkt des Raumes. Diese Koordinaten wurden von 
C. NEUMANN!) eingeführt. 

Aus dem Dreieck A BP lesen wir ab: Der doppelte Flächeninhalt ist, 
wenn wir AO=OB=c setzen, ?2cz, denn die Höhe ist das Lot von P 
auf AB, also die z-Koordinate von P. Drücken wir dagegen den Flächen- 
inhalt durch die Seiten aus, so ergibt sich 


2cz2=AP-BPsin®, 


und diese Formel gilt, wie man leicht sich klarmachen kann, auch unter- 
halb der «y-Ebene. Der Kosinussatz liefert in beiden Fällen 


AP2- BPP=40®+2AP-BPcos®. 


Wir führen noch InA=n ein; n durchläuft somit alle positiven Werte. 
Nun ist 

ApP=A:BP, 
daher | 


2c2—=4' BP?2sind, 
(2+1) BP —=4c?+2ABP?cos®, 
somit 


Bpizi oe. =@, 
-2+1-—-27%c0s®’ 


2cAsin® cesin® 


TR LI-21cosd Coim— cos®’ 


APABpe2e 
don — cos®#' 
Wir fällen von P das Lot auf A 5, sein Fußpunkt sei Q, für OQ schreiben 
wir 0. Dann ist 
pi —=(c+0o)”+ 2%, 
BP=(c—0%+2, 
also 


AP?— BP’=4co, 


1) C. Neumann, Theorie der Elektrizität und Wärmeverteilung in einem 
Ring, Halle 1864. 
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demnach 


AP?®—- BP® BP: —1) 
0 = 7777 7 
= 4c 4c 


= c@—l) _ _ eSinn 

AR2+1—21c0os® Cofn— cos®#' 
Das Bogenelement des Raumes in den hier eingeführten Zylinderkoordi- 
naten 0, @, 2 ist nach Ziffer 15 

ds? — do? + dz? -H 0? do?. 
Wir erhalten 


do _ : 1Cof n — 08 9) Cof nd — Sinn (Sinndn + sinddh)] 


Zei (Cofn — c08 9)? 
__ e[(1— £ofncos®d) dn — Sinn sind dd] 
BZ (Eofn — cos 9)2 Bi: 
Ze aleern — c08 0) cosd dd — sind (Sinndn + sind dd)] 


(Lofn — c08 9)2 
. e[Sinnsinddn+ (1— Eofncosd) 2). 
(Lofn — c085 9)? 
ce? 
ds? — (Con — c059)% ; (de? —- dd? + Sin? n do?) , 
daher nach (I, 2-9) und (I, 4-1) 


9) | Sinn An | Sınn 5) 1 1 @V 
On \Cofn — cos® =) 08 \Cojn — cos®# 8 (£ofn — 6089) Sinn 99 


Wir führen nun V=U VEof Nn— cos® ein und erhalten 


oV_ z a a USinn 
— Cofn— cos® een 
en an / In Voyeı 
or ie nr U sin® 
Co] N — cos" m 
Fo ' au 2 YCojn — cosd 
also 
z Fe ERPRR > 1. SORERR = N, 
on (Lofn — cos 8)? 2 (Coj n — cos 9)? | 
za Sinn _ _ oU , USinn sind 
Zi (Eoj n — cos 3% dee 2 (Lojn — cos 
1 RU 
4 gt 
(Cofn — c05s 9)? Sinn P 
oder 
a U oU 1,7 
at ge + nn ar - „+ Con + U=0. 
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Wie in Ziffer 15 setzen wir U=HO©6, wobei H nur von n, © nur 
von ® und ® nur von @ abhängen soll, und erhalten 
1@H 100 ı 1490 Sande 
H dr Be +7 = 
Es muß daher D Bn konstant oder 5 = + mO= 0 (m fest) und ebenso 
1 9 BO 5. 
518 konstant oder 192 +n?0 —=0 en fest) sein. Dann bleibt noch 


d°H "IR ER TEE VASE 


Nach (II-17) und (II-Ig) ergeben sich dafür, wenn man, wie in Ziffer 16, 
die Veränderliche «= (Cofn einführt, die Lösungen 


” ,(Cofy) und DM ,(Eofn), 


daher für V die Lösungen 
| VCofn— cos BR ‚ (Cof DD. nd mp und 
2) cos 
VEoin—« | — cos er 2 RN (Ef n). sin VO en MY 
Für die Fragen: der Potentialtheorie, in denen die Berandungen Ober- 
flächen von Kreiswülsten sind, müssen die Lösungen in 9 und o periodisch, 
daher m und n positive ganze Zahlen sein. Die hier auftretenden Kugel- 


R £ i 1 ng ; 
funktionen mit den Zeigern n — 5 und m nennt man, weil sie bei den 


Randwertproblemen eines Ringes oder Torus auftreten, auch toroidale 
oder Ringfunktionen. Sie wurden von C. NEUMANN eingeführt. 


20. Ringfunktionen im Äußern des Ringes. 7 —n, stellt einen be- 
stimmten Ring dar. Im Außengebiet ist 0 <n<n,, im Innengebiet ,<n 
(einschließlich „> + oc). Für n„=0 wird YCof n— 008% P7_,(Coln) 
nach (II, 32-4) 


+ +5 2. 
krdben-hr Y1—c0s9 für m=0, 
für m+0, 


Y1— c0s8 p”_, (1) = Dg 
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bleibt also endlich. Ferner liefert (II, 19-5) 


oN+z R m 
na RT _ 1)? 


3 n—-m 


regt tn tlg]: 
nach (II, ıı'3) ist 


n—m 3 n—m I'(n + 1) I(m) 
F(r5 4. tz nt l)= FEUFEIFCEuUFEIN 
re 


somit wird 2” ,(z)fürz > 1 unendlich, also auch D°_, (Cofn) fürn 0. 
2 2 
Für den Außenraum eines Ringes kommen danach nur die Lösungen 
VEofn — 009 Pr_,(Eofn) zn nd cn mp 


sin sın 


in Betracht. 
21. Ringfunktionen ne Innern des Ringes. Im Innengebiet müssen wir 
das Verhalten von Pr_, ) und DV“ ,@ z) für 2> + oo untersuchen. Zu 


diesem Zweck gehen wir vr der Formel (II, 19-4) aus. Es ist für positive 
ganzzahlige m nach (II, 8-6) und (II, 4) 


m 
(I) DR (2) Be Se Zrnrtm+]l) 1) (2? —]) 2 zn-m-1 
re: 
2 
n-m+2 n+m-+]1l 3 1 
x F( RE, ; at 5) 


m 


—_ 1" Ya (2-1)? Intm+i) 
3 


a 


1+ 


(2 a 2m r [" ah 5) 
nm n +m /n-+m n+-m+in+m+3 n+m-+2v 
Ba Lu ee Lan = lEr ERS Lu SEE 
AT Te 
tat) er) 
_ N" Va ED’ Tintmtn|,, 
Ben = T (" ar 5) 
Een -(n+m- 2») 
Fee) ieker den 
1" Ya)? 5 Imntm+2r+1 
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 I(im—n+ 2») 
v_0 ln +5) (22) 


Schreiben wir n — = +e statt n, wobei jetzt n positiv ganzzahlig oder 


Null sein soll, so wird aus (I) 


m 1 
6. Be ger ee Tetmt+gtt) 
arte m rim +1+v+e)(22)” 
und aus (2) 
y2 „7 [m m—n-+ — +27.) 


m _1._ym 79 „ı9-3+ 2 
9 2.90" re zm Pi cu 


Die ersten n Glieder dieser Reihe, also von v=0 bis v=n-—.1l, ver- 
schwinden für e=0 nach (Il-2). Für die übrigen erhält man 


oo PIm-n+3+ 2» .) 


1 [eo] 
5) Pin ep re e Peee errr 2 


Aus (3), (4), (5) ergibt sich daher für e== 0 bei positiven ganzzahligen m 
und n (0 eingeschlossen) 


(6) Sr) 


IE n+m+ 5 +2») 


m A yilm+v)i(22)® 


af Auen. 


Um auch eine Formel für PD” ,(z) zu erhalten, gehen wir von (II, 22-2) 
2 
aus. Es ist dann 


(7) n- 44. (2) rar Br sin In 5+m +2) T 
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somit für e— 0 


2 Sr AT 1 
Ba Pa | AR gtm+e)r 


Wir haben also (3) und (4) nach & zu differenzieren. Die gliedweise Differen- 
tiation ist möglich, wenn die Summen bezüglich e gleichmäßig konver- 
gieren, weil die einzelnen Glieder nach (II-2) analytische Funktionen von & 
sind. Die gleichmäßige Konvergenz läßt sich folgendermaßen beweisen. 
Der Quotient zweier unmittelbar aufeinanderfolgender Glieder der Reihe (3) 
ist 
In +m+g+2» +8) Int m+5+ > +14.) 
rn | OzPo Hl) RtIifvte) 

daher für le|<ö 


U, 


Ien+m+g +27 +0) (mt m+ 5424140) 
>= RP +) mn +1+v— 6) 


U,+1 
Uy 


<g<1l 


für alle genügend großen |2|, für alle »> N, wobei q von e nicht mehr 
abhängt und N entsprechend groß ist; somit ist 
unzıl + lansel + lunsi te siwmalitgatt 


d.h. die Reihe konvergiert absolut und gleichmäßig. Für die Reihe (4) 
erhält man ebenso 


ı | Im-n+5 +29.) (m-n+5+9+1-2)| 


U,+1 


== (22) +l)v- n+1-e) 


Im-n+5 +27 +3) m-n+5 + 274140) 
— <gq<i 


IN 


\ 


42? H{+)o— n+1—6) 
und daher dasselbe Ergebnis. Aus (3) folgt also durch Differentiation 
ee | 
() 22.0] 

1 
= oIin--m-+-—--+ 2» 
erRIZI N | 2 | 


A vilm + v)!(22)” 


— In (22) 


IN 4% 
2 Fear) 


——— 


2») FE. 
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aus (4) und (5) 
(20) Er. a], 


— (— 1)" Yn (22)? 


m m (@ 2 _1)2 3 #T([m+n+5 +2») 


In(2 
FH are | 


V 
Pim+n+5+%) a 
Du 1 (22 — ai a 
— 1)” Y Fa Ua 2. ee ee ne RA (Here | 
+ (— 1)” Yr (22)"? = AI. (— 1)" (nn —v—1)!. 


Aus (II-2) folgt nämlich für jedes positive ganzzahlige k (Null eingeschlossen) 


1% 1 
T)a=-—4+Pe+h 
(D bedeutet Potenzreihe), 
- roa- HT 1,4 P’(e+% 
a Ta ee 
somit Ä | 
se, k+1 
lim = (Ye. 
le 
Wir bilden weiter aus (9) und (Io) 
a, 
{ır) B Be (2) sin n-5 —-+m+ ) | a 
— sin m 5+ m) [+2 RER )|_, —+-77 cos Im-5+m)aOr_,@) 
qym+1 Z oo m+n-+ + 2» 
= ara en aletrter | — In (22) 
Er »=0 !(22)” 


E ne | 
Peetmtzt>) ratıtn 
Pin+m+5+2) ee) 


Lense, Mathematik. A, Bd. 23. 17 
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+77 cos (m u m) 7 ON, _; (2) 


ara en? sTletnt3 +2) 


tn Pin n)!(2e)” 


In (22) 


(nt m+5 +2) 


I’v+1} 


7 (n Hm+S+ 2) 


Ya age? E wiwci Baer 


zm 


-1P/ (n—v—1)!, 
»=0  91(22)” a 


daher nach (8), (11), (12) 

: een u a u 
2 EP Pe TE TIcD 

{2 


+ 


UNE -P(ntm+3 +2») hand Kae 
er | 


nm-+ — 2) 
ie 


_T(a+i+4n) T’o+1) 

Ia+1+») Te-+1) 
hPtn ne 1)? SYD! ar 
een z er Tm-n+5+2») 


MER ne) 
u (1 15 HM+M+2r I + „)! ra In (22) 


aretntgte) 7 


Ta+i+n, To+N] 
Tr+1i+, "Te+D 


Trm+tıe) 
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Aus (13) lesen wir ab, daß pr ‚(2) unendlich groß wird für z> + oo und 
n>0, aus (6) 
| im I ,@=0. 
zZ +. z 
Im Innenraum kommen also nur die Lösungen 


"nd mo 


sin sın 


VCofn — c0s® De ‚ (Cofn) n). 


in Betracht. Zur Berechnung von PR ‚(Col n) und 27 4 (Tofn) können 
die Formeln (6) und (I3) dienen. 

22. Kegelfunktionen. Wir betrachten einen Raum, der von zwei Kugeln 
mit demselben Mittelpunkt und den Halbmessern a und 5b und einem Halb- 
kegel begrenzt ist, der seinen Scheitel im Mittelpunkt der Kugeln und den 
halben Öffnungswinkel & hat. Wir suchen eine Potentialfunktion, die auf 

- den ae Randteilen dieses Gebietes den Wert O0 hat. Wir setzen 


dafür E r” Er ni S, nach (I-8) an, wobei A und B konstant sind und 8, 
eine Be era vom Grad n ist. Die Randbedingungen sind 


Aat+Ba"-1-0, Abt Beri0, 


somit azm+l es per+1 

oder 1 kri 
Non 

In — 


‚wobei k eine ganze Zahl bedeutet. Man wird dadurch auf Kugelfunktioner 
mit komplexen Zeigern geführt. Durch die Überlegungen von (I-47) kommt; 
man dabei auf die Differentialgleichung für D?(@) mit n—= — = +Ppi, 
wobei p reell ist. Ihre Lösungen bezeichnet man als Kegelfunktionen, 
sie wurden von MEHLER!) eingeführt und von HoBson?) als besonderer 
Fall. der Kugelfunktionen erkannt. Man führt für sie die Bezeichnung 


K,( (2) = De p” 1 I4pi\ (2) 
ein. In unserem Fall erhalten wir Lösungen der Potentialgleichung von 
‚der Gestalt r FERE KM (cos 9). 8 "mp ‘oder, wenn wir r=e” einführen, 


N 
7008 
sın 


(pn) K7 (cos ®) ke mo. Die Randbedingung auf der kegelförmigen 


1) G. MEHLER, J. reine angew. Math. 68 (1868) 134; Math. Ann. 18 (1881) 161; 
C. NEUMANN, Math. Ann. 18 (1881); Ber. der Sächs. Akademie, Bd. 12. 
2) E. W. Hosson, Camb. Phil. Trans. 14 (1889) 211. 
17* 
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Berandung liefert die Gleichungen zur Bestimmung von A,B und der 
Konstanten in 9,. 

Schreiben wir »: statt n in Ziffer (19-1), so erhalten wir in den Ring- 
koordinaten 7,9, 9@ die Lösungen 
Lof 
Sin 
die sich für Randwertaufgaben von 
Bereichen eignen, welche von Kugel- 
hauben, d.h. von Flächen $ — const 
begrenzt sind . (linsenförmige 
Körper). 


VE£of n— cosd KY (Cofn) 


COS 
Po, MP; 


23. Dipolare Koordinaten. Die 
in Ziffer 19 beim Ring eingeführten 
krummlinigen Koordinaten 7 und ® 
lassen sich noch in folgender 


Weise deuten: Es war n=In 


b) 


—<APB. Wir schlagen um B 

(Abb. 46) mit dem Halbmesser 

k— AB einen Kreis und spiegeln 
Abb. 46. die Punkte P an diesem Kreis. Dem 

Punkt P entspricht dann ein Punkt 

P', der mit P auf einer durch .B gehenden Geraden liegt, wobei 

(1) BP-BP=4ABR=-%2 

ist. Da wegen (I) BP:AB= AB:BP'’ gilt, sind die Dreiecke ABP 

und P’.BA ähnlich, somit: ist 


N 


u: A Zu 
PB AB X 


wenn wir AP’=r setzen, also 
TY 


(2) T% — 
Ferner folgt aus der Ähnlichkeit der beiden Dreiecke 
(3) SBAP = BP2=). 


Den Kreisen K durch die Punkte A und B entsprechen bei der Spiege- 
lung die Geraden durch den Punkt A, den Kreisen K’, welche die Kreise K 
senkrecht schneiden, somit wegen der Winkeltreue die Kreise, welche die 
Gerade durch A senkrecht schneiden, d. h. alle Kreise mit A als Mittel- 
punkt. Dem Punkt P mit.den krummlinigen Koordinaten N, ® entspricht 
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bei der Spiegelung der Punkt P’. Wenn wir A als Anfangspunkt, AB als 
Polarachse wählen, können wir P’ wegen (3) durch die Polarkoordinaten r, 
festlegen. Lassen wir das Ganze um AB rotieren und führen wir noch den 
Drehwinkel p ein, so erhalten wir folgende Verhältnisse im Raum: Um B 
ist eine Kugel mit dem Halbmesser k = A B beschrieben. ‚Spiegelt man 
einen Punkt P des Raumes an dieser Kugel, so erhält man einen Punkt P’, 
der mit P auf einer durch den Mittelpunkt der Kugel gehenden Geraden 
liegt. Ist P durch die Koordinaten n, ®, & festgelegt, so hat P’ die Kugel- 
koordinaten r, 9, o. Den Drehkegeln mit dem Scheitel A und der Dreh- 
achse A B entsprechen spindelförmige Flächen, die von den Kugel- 
hauben begrenzt sind, welche durch die Drehung der Kreisbogen APB 
entstehen. Den Kugeln mit dem Mittelpunkt A entsprechen Kugeln, welche 
die erwähnten spindelförmigen Flächen senkrecht schneiden, die also durch 
die Drehung der Kreise K’ entstehen. n, 9, & bezeichnet man als di- 
polare Koordinaten. 

Wenn wir die rechtwinkligen Koordinaten von P’ bezüglich B als 
Nullpunkt mit «, y', 2’, die von P mit x, y, z bezeichnen und BP’=r’ 
einführen, so ist nach (I) | 


daher 


34. Spiegelung an der Kugel. Um diese Tatsache weiter verwenden zu 
‚können, müssen wir vorher noch folgenden wichtigen Satz beweisen: Wir 
denken uns ein rechtwinkliges Koordinatensystem x, y, z und die zuge- 
hörigen Kugelkoordinaten r, 9, g. V möge der LarLAckschen Differential- 
gleichung AV =.0 genügen oder in Kugelkoordinaten ausgedrückt nach 
(1, 42) | 

ar |,2, 1 © 

or Ir Or !r2sin® 09 


2 
(sin 3 =) i RV 


 rsind de 
Dann genügt auch die Funktion 


} is k2 
V =) 


dieser Gleichung. Es ist nämlich, wenn wir o= setzen, 


oV’ v 2 07 


J 


or nr HR do’ 

av’ 27V 44h 0V k? 02V 
De 
0V’ oV’ ®V 2 07V 
et) 
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/ 


somit 


av ao vv 1 52 av’ 1 87 
et a ten 30 (sin 9 2) + ornEB g® 


.oe(8V 20V ö 08V 
5 (55 e do} 4 sin d 09 (einer Frans 092 


.ef®V 20V 1 ı av 
Fleet trete sind‘ te]. 


womit die Behauptung bewiesen ist. 

In rechtwinkligen Koordinaten ausgedrückt, können wir auch sagen: 
Wenn V (x, y,2) die LarLAczsche Differentialgleichung befriedigt, so ist 
auch 


Pa ar le u Be Er ru Be a Se ee 


I | k2x k?y k?z 
Ve} = pt A 22 


p z 
Lösung. Denn beim Vertauschen von r mit = geht: der Punkt mit den 


Koordinaten 
z=rsind coso, 
'y=rsindsing, 
2 —=rcos® 


über in den Punkt mit den Koordinaten 


Ko. 9 k2x 
en CcoS® — > 


ern: h%y 
= sin 9 sın DE > 
k? _ KR 
—- 005 9 — 

Y Y 


kx k2y k?z\ 


>> 2 > | sind aber nach den Betrach- 
Y r r 


Die Punkte (x, y, 2) und (= 
tungen von Ziffer 23 gerade spiegelbildliche Punkte bezüglich einer Kugel, 
deren Mittelpunkt im Nullpunkt liegt und deren Halbmesser % ist. Hat 
man also eine Lösung der LArLAcEschen Differentialgleichung, 
so erhält man wieder eine Lösung, wenn man den Punkt durch‘ 
den Spiegelpunkt bezüglich der genannten Kugel ersetzt und 
die Funktion durch seine Entfernung vom Nullpunkt dividiert. 


Um das Ergebnis auf Ziffer 23 anzuwenden, beachten wir folgendes: 
Aus einer Lösung im Punkt P’ erhalten wir wieder eine Lösung, wenn wir 
sie durch BP dividieren oder mit BP’ multiplizieren, da es auf einen 
konstanten Faktor nicht ankommt, weil die Differentialgleichung homogen 
ist. Eine Lösung im Punkt P', d.h. im Punkt mit den Kugelkoordinaten 
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r,d, o, hat aber nach (I-8) die Gestalt r"S,(9,9) bzw. r "DS, 9). 
Da nun wegen r—= ke” (23'2) 


BP? =r2 4 MR — 2rkcosd = Akte" (Lo| 7 — c08 ) 


ist, erhält man in e* da ygofn —cos®S,(9,@) eine Lösung der 
Potentialgleichung in dipolaren Koordinaten. Weil die ursprüngliche 
‚Lösung r"8,(9,9) bzw. r "DS (9,9) für Randwertprobleme der 
Kugeln mit dem Mittelpunkt A geeignet ist, wird die neue Lösung in 
den dipolaren Koordinaten für die Flächen 7 = const, d.h., für Rand- 
wertprobleme der Kugeln verwendet werden, die durch Rotation der 
Kreise K’ entstehen, also nicht denselben Mittelpunkt haben. Solche 
Aufgaben wurden zuerst von Lord KELvın!) und ©. NEUMANN?) gelöst. 

Verwenden wir die in Ziffer 22 gegebene Lösung für Kegelflächen, so 
erhalten wir durch die Spiegelung Lösungen, die für die spindelförmigen 
Flächen in Betracht kommen, da die Drehkegeln, deren Scheitel im 
Punkte A liegt und deren Drehachse AB ist, in diese spindelförmigen 
Flächen übergehen, die durch Rotation der Kreise K entstehen. Man er- 
hält dadurch Lösungen von der Gestalt 


VEofn — c0s® s pn K7 (cos d) — MO. 


8 4. Elektromagnetische Schwingungen. 


25. Feldgleichungen. Im folgenden bedeutet & die elektrische Feld- 
stärke, 5 die magnetische Feldstärke, e die Dielektrizitätskonstante, o die 
Leitfähigkeit, u die Permeabilität, c die Lichtgeschwindigkeit. Als Maß- 
system wollen wir das GAUSSsche Maßsystem zugrunde legen, in dem die 
elektrischen Größen im elektrostatischen, die magnetischen im elektro- 
magnetischen Maßsystem gemessen werden und das auch von H. HERTZ 
benutzt wurde. 

Dann lauten die MAxweuschen Feldgleichungen für ein ruhendes la- 
dungsfreies Mittel mit den festen Materialkonstanten &, o, u: 


Ee 09€ Arno 
nm ao 
__höh 
rot E — PT 


divd=0, dv&=0. 
1) W. Tuomson (Lörn Kervin), J. Math. pur. appl. 12 (1846) 256. 
2) C. NEUMANN, Allgemeine Lösung des Problems über den stationären Tempe- 


raturzustand eines homogenen Körpers, welcher von irgend nichtkonzentrischen 
Kugelflächen begrenzt wird. Halle 1862. 
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Wir betrachten Lösungen, die bezüglich der Zeit rein periodisch sind, d. h. 
wir setzen 


(2) E=Ereiet, 

12) =: B* etot } 
wobei &*, 5* nicht mehr von der Zeit t abhängen. Aus der Gestalt der 
Feldgleichungen ergibt sich, da es sich um homogene lineare Differential- 
gleichungen mit reellen Koeffizienten handelt, daß sowohl die reellen, als 
auch die imaginären Teile von & und H zusammengehörige Lösungen 
liefern; ® ist dann die sogenannte Kreisfrequenz, d. h. die Zahl der 


Schwingungen in 2 Zeiteinheiten oder, wenn 7 die Schwingungsdauer 
bedeutet, & = = A 


Wir versuchen die Feldgleichungen durch den Ansatz 
(3) e=P5+gradl, 
EL 


u@ 
zu lösen. Die zweite und dritte der Feldgleichungen sind erfüllt. Setzen 


wir (2) und (3) in die erste Feldgleichung ein, so ergibt sich 


Arno 


(3 + grad U) +79 (3 + grad D) 


WE 
C 


ıck? 
uw 


rot (rot 5) = — 


oder, wenn wir 


(4) R—=- (ew+ 4mi0) 
setzen, 
(5) grad U — rot (rot 5) + RZ —=0. 


Daraus folgt 
divgrad U+ Rdivä3 —=0 
oder 
div@&*=0, 


d. h. auch die vierte der Feldgleichungen ist erfüllt, wenn U und & die 
Gleichung (5) befriedigen. Wir wollen übereinkommen, daß wir für k 
jenen Wert aus (4) wählen, bei dem der imaginäre Bestandteil das positive 
Zeichen hat, und k die Wellenzahl nennen. 


96. Lösung der Feldgleichungen. Wir gehen zu Kugelkoordinaten über 
und nehmen an, daß der Vektor 5 nur eine radiale Komponente /J* habe. 
Gemäß (I-4) und (I-5) erhält man daher aus (25-3) für die drei Komponenten 
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von &*, &* und rot 5% bezüglich der Richtungen r, d, @ (Komponenten in 
der Richtung des Radius, Meridians und Parallelkreises) 


1 U. 

r 0» 

1 U 
rsind op’ 


ouU° 
Pr IT* 


(1) €* 


| 

| 0 

| dem om* 
Dr=! jorsnd dp 

| ıck?2 OII* 

| uor 88 

| 


0 


1 o12%* 

rt 5 =} rsind dp 
1 OII* 

=,’ 


somit 
1 ö 
p2sin® 99 
| 1 &1I* 
rot (rot 5) = or 
1 O21I* 
rsin® ordp' 


| 2 — 1 02 1II* 
sin ® 


99) rsind 99 


Gleichung (25°5) liefert daher 


ı oo 1 &u ig 
rsin® 89 . rsin® Or 09’ 
infolgedessen ist U=,,- eine Lösung, die, in die r-Komponente der 


Gleichung (25°5) eingesetzt, 


2a 1 8 [(. „ol* 1 are. 
(2) or? Fans 55 (end °» Irre: op? RN 


ergibt. 
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Setzen wir [/*—=rIl, so folgt nach - (2) und (I, 4:2) 


0 II) 
k ‚+ nn 
| 1&%(rIJ) 
* _—_ Pa 
€ =| r oro0% 
1 &(rM) 
(3) rsin® drop 
(- 0 
Br! — vick2 olII 
. uosin®d do 
ıck?: oII 
uo 88°’ 


wobei // der sogenannten Wellengleichung 
(4) AU + ®II= 0 
genügen muß. 


‚Bei Unabhängigkeit von ® und 9, d. h. bei Kugelwellen ergibt sich nach 
42) 


1 d(‚dM Bm, 2dl _ 1d(m) 
BER A rn 
AH = r? dr [ 7) rdr r dr ’ 
also 
II=0 
oder 


r II = Act" + Be“*. 


Wegen des positiven imaginären Teils von k haben wir B —= 0 zu setzen, 
wenn wir verhindern wollen, daß // mit wachsendem r exponentiell zu- 
nimmt. Lassen wir den Amplitudenfaktor A weg, so ergibt sich 

- ‚ikr 


(5) =: 


a 


27. Schwingungen einer Antenne. Das Ergebnis der vorigen Ziffer läßt 
sich zur Berechnung von Antennenschwingungen verwenden. Wenn es 
sich um eine Antenne handelt, die senkrecht zur Erdoberfläche steht, so 
ist ihr Feld symmetrisch um den durch sie gehenden Erddurchmesser 
derart, daß die magnetischen Kraftlinien in. Kreisen um diesen Durch- 
messer verlaufen, deren Ebenen auf dem Durchmesser senkrecht stehen, 
während die elektrischen Kraftlinien in Ebenen verlaufen, die durch diesen 
Durchmesser gehen. Legen wir den Nullpunkt des Koordinatensystems in 
den Erdmittelpunkt O (Abb. 47) und die Achse 0OQ (# = 0) in die Antenne, 
so erhalten wir aus (26-3) unter Berücksichtigung der eben erläuterten 
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Symmetrieverhältnisse - — (0 und für die (nach den Richtungen r, d, @ 
gebildeten) Komponenten von &* und 5* im Punkt P (r,d,o@) das Er- 


gebnis 
02 (r IT) 
FA a | 0 
En 


(1) E*r — d (rl), — 0 
r orod sck2 all 
0 uw 08° 


Der Erdhalbmesser sei a, OQ=b, (Q ist Ende der Antenne), OP =r 
(P ist Aufpunkt), PQ=R. In Erde und Luft kann man u =] setzen, 
€ w?- +4Arıow 


erhält infolgedessen k? = > 
c 


‚ und zwar ergeben sich, weil e bzw. o 


a 


Abb. 47. 


in Luft und Erde nicht dieselben Werte haben, zwei verschiedene Werte 
von k, k, in der Luft, k, in der Erde. Man hat daher 


AIT+KIU=0 für r>a 
AU +kRIT=V0 für r<a. 


Wegen der Stetigkeit der tangentiellen Komponenten von & muß kr; = 


für r>.a denselben Wert annehmen, ob r>a oder r<a; wegen = 
0°? wo 


Stetigkeit der tangentiellen Komponenten von € gilt dasselbe für —— rB 


28. Elektrischer Oszillator. Als prim är von der Antenne ausgehendes 
Feld werde das Feld eines Dipols mit lotrechter Achse auf Grund des An- 


Bi 
satzes // = II, ER 


chung AIT+KIT=0. Denn wegen R= Ver+ y2 + (z—b)? genügt // 


angenommen. Dieser Ansatz genügt der Glei- 
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f &@l &1I II 
nach . der un EP = dp =" bed: +kK&IT=0 und außer- 
dem ist De na: Be . Für kleine R erhält man das Feld eines Dipols. 
oz —b)? 02? 


Man hat nämlich 
R=b+r—2brcos®, 
OR _ r—bcos® 


Harn 
OR _brsin®d 
BR 


somit für kleine A, wenn Ö, den Winkel zwischen R und der positiven 
— 
Z-Achse (OQ) bedeutet, 


oR oR s 
5 a, er, beind.. 


Für Luft können wire=u=]1, o = (0, somit nach (25-4) k, = - setzen. 


Daher ergibt sich aus (25°2) und (27-I) in der Nähe der Antenne in erster 
Näherung für kleine R 


R 

iol— -t 

EL Vor _# e 
— Bummel, 

Diese magnetische Feldstärke wird nach dem BioT-SAvArTschen Gesetz 

durch einen in der Antenne in positiver Richtung fließenden elektrischen 


“ 


Strom von der Stromstärke = — 5, 08, @t erzeugt, wenn wir im 


Kosinus das Glied — 2 in Anbetracht der gemachten Vernachlässi- 


gungen weglassen. Ein solches Wechselstromelement können wir durch 
einen in der Antenne liegenden Dipol von der Länge b—-a und vom 


Moment M = > sin ot verwirklichen. Denn: dann ist 
1 dM bc 
I, u 5.8 ot. 


Nun berechnen wir & für kleine R. Aus (25'2) und (25-3) erhalten wir 
€=—gradV mit V=— RUe'®", 
wenn wir von dem Glied k?5 vorläufig absehen. Nach Ziffer 26 ist für 
kleine R 


ol* ol 
U or - Urt, 
Tiw ion 
cre° OR be e°® 
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somit 


be . R 
1-- „miinolt—-) cos d,. 


na BE o.R 
Vernachlässigen wir wieder wie vorher das Glied ——, So ist V das 


Potential eines elektrischen Dipols von dem Moment — z sinot, der in 


der Antenne liegt. Das Glied k? 5 können wir weglassen, weil |//*| in der 
Nähe der Antenne klein gegen | grad V | ist. Unsere Lösung liefert somit für 
kleine r das elektrische und magnetische Feld eines Dipols mit. zeitlich 
periodischem Moment. Einen solchen Dipol nennt man einen elektrischen 
Oszillator. 


29. Primäre und sekundäre Erregung. Wir führen mit E. HEINE?) 
und P. DEBYE?) die Abkürzungen 


v@) Var 


ED (z =): HN) ı@); 9 — u” 1(@ 2) 


ein. Aus der Theorie der BEssELschen Funktionen erhält man nach L., 
S. 185°) die Entwicklungen 


(1) 


eik, R oo 
(2) ER” — (2a +1) (kır)y,(k,b)P,(cosd) für r>b 
n=0 
und durch Vertauschung von b und r 
ik, R = | 
(3) TR=N (an +1) ED kb) y„(kır) P, (0050) für r<b. 
1 


Wir haben drei Gebiete "zu unterscheiden: 1. den Außenraum 
r>b, k=k,), 2. die Zwischenschale b>r>a, k=k,), 3. das Erd- 
innere (a>r, k=k,). Mit Rücksicht darauf, daß das Erdinnere primär 
nicht angeregt wird, setzen wir als primäre Erregung, die durch die Energie- 
quelle in der Antenne erzeugt wird, im ersten Gebiet 


IT, „= (@n +1) y,(kıb) ED (kr) P,(cos 9), 
n=0 


im zweiten Gebiet 


Hy, = 3) (&m+ 1) &(k 6) yalkı 7) P,(cos 0), 


1) Siehe Fußnote in Ziffer 11-32. 
2) P. DEBYE, Ann. d. Phys. 30 (1909) 62. 
®) Siehe Fußnote in (I-2o). 
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Im dritten Gebiet 
II 


3pr 


—(. 

Den Teil des Feldes, der aus den Bedingungen der Ausbreitung hervor- 
geht und der Verschiedenheit der Materialkonstanten zwischen Luft und 
Erde Rechnung trägt, bezeichnet man als sekundäre Erregung. Wir 
setzen im ersten und zweiten Gebiet, da es sich um Lösungen der Wellen- 
gleichung handelt, die in der Luft den Charakter ausstrahlender Wellen 
haben, 


Hl; ser —= N. zZ 2 A, a (k, r) I (cos d) 


und im dritten Gebiet, da die Lösungen im Innern der Erde überall endlich 


sind, 


Tl zgn = 2 db, Yn(kg r) P„(cos d), 


indem wir in beiden Fällen das Verhalten von £(z) und w,(z) im Null- 
punkt und im Unendlichen berücksichtigen. Denn k, hat einen positiven 
Imaginärteil, also verschwindet CD (kr) im Unendlichen (L., S. 86) und 
Y,(kgr) bleibt endlich im Nullpunkt (L., S. 63). | 


Für die Gesamterregung haben wir also 


m, — „ [(2»r +1) y,(kı b)-+a,] nk r) P, (cos ®). 
n=0 
II, = BHIeH +1) Eder, db) y,(kır)+a, £®(k, r)] P„(cos ®) 


j n=0 
\Il,= )) b,yn(kyr) P,(cos d). 


\ 


2 
30. Grenzbedingungen. Die Grenzbedingung für en von Ziffer 27 
erfüllen wir für r=a (Grenze zwischen dem zweiten und dritten Gebiet) 


durch 
(an +1) CD (kb) Zr lkan)ına 
(2) 


+0, [ED (an) lt Yale Mena; 


ebenso die von Bez fürr=a durch 
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Wir befriedigen (2), indem wir mit festen R,, 


Y%n (kı a) 


(3) a,=(2n+1)R,z Dr CD ı® 
und 
ELTERN TE ALICE) 
. k3 Yn (ka) 
setzen. 


Die Bedingung (1) liefert mit (3) 
CD (kb) [yn(kı a) + kı a 9 (kı @)] 


Yn (kıa) 
20 (k, ‚a 


iR Dek,b) [EP (ka) + kat” (k,a)] 


MM. un 


= (kı 6) [yn (kg a) + kza Yn (k, a)] 


oder 


1, Mn) | 1, Mme) 


Bat, y.ck, a) . Beta (k, a) 


Y,(k; a) 
of | 


k,a %y (key a) j 


Führt man also 


(1)’ 
A ee de 
und 
1 d v,(®) 
Ya), .awal=at,. 


ein, so erhält man 
| — Y,(kıa)+ „(kr a) 
(5) RS Zn) 9, 
zZ, ka) —- F,(% a) 


31. Ausbreitung der Wellen auf der Erdoberfläche. Für die Ausbreitung 
der Wellen auf der Erdoberfläche (r=a) ergibt sich somit aus (29°4), 


(30:3) und (30-5) 
IT= J7(2n +1)E0 (ky 5) 9, (kya) (1 + R,) P,(cos®) 
=0 


oo Z, ka) — P,(kı > | 
a 1)&7 (kıb) Volk) ee) a) P,(e089). 
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Nach (29-1) und L., S. 72 und 74 erhält man 
Yun (EIER (2) — En) Pr (®) 


=,— YJ +4 (X) Hyry(®) — In+2(®) Hy: ,(®)] 


ar a) Na) IN] 


2 


i 
x2 


Damit können wir jetzt Z, (ka) — P, (k,a) ausrechnen. :. Es ergibt sich 
nach (30-4) 


Yn (ka) ED (kya) — Ei (ka) y}, (kı a) 


(7) Z, (ka) — P,(ka) = - kıay, (kı 0) Da a 
(kya)®y,, (kya) ED (k, a) ’ 

daher 

a: 2) (kb) P, (cos ®) 
(2) MH mar, (2n + an (a) N 3 
wenn wir kurz 
(3) N, =Z,(k,a) — Y, (k,a) 
Setzen. 


32. Zurückführung auf ein komplexes Integral. Beim Rundfunk ist das 


Verhältnis ne von der Größenordnung 10° bis 107 (a ist hier der Erdhalb- 


messer, A die Wellenlänge der elektrischen Wellen), beim Regenbogen von 
der Größenordnung 10% (a ist hier der Halbmesser der Wassertröpfchen, 
A die Wellenlänge des sichtbaren Lichtes). In beiden Fällen ist also nach 


Ziffer 28 in Luft. ka= — 2 sehr groß, die Reihe (31-2) konvergiert 


infolgedessen sehr sahlech wie man erkennen kann, wenn man’ die 

asymptotischen Formeln benützt. Wir versuchen daher mit G. N. WArT- 

son!) die Reihe durch ein komplexes Integral darzustellen. Wir setzen zu 
diesem Zweck 

n me var ya) P,_, cos (@—8)] 

cos (rt) | 2O, (u (ke) N | 

2 


und erstrecken dieses Integral im an über einen kleinen Kreis, 


dessen Mittelpunkt ini=n- 5 liegt und der sonst keine der Nullstellen 


1) G. N. Warson, Proc. Roy. Soc. London A, 95 (1918) 83, (1919) 546. 


32. Zurückführung auf ein komplexes Integral. 2715 


von cos (mt) umschließt. Eine nähere Untersuchung des Integranden von 
I, liefert folgendes Ergebnis: Der Integrand ist in der rechten Halbebene: 
einschließlich der imaginären Achse regulär außer an den Nullstellen von 
cos zt und denen von N,_3; die Nullstellen von coszzt sind, wie schon. 
ee 
rar | 

Yo Yı> Ya; ,.. von N,_ N liegen im ersten Quadranten (Abb. 48). Ihre 
Beträge sind von der Größenordnung |k,|«. 


erwähnt, die Punkte auf der reellen Achse, die Nullstellen 


4 3 
2 > 9 | 
Abb. 48. Abb. 49. 


Man erhält daher folgende Entwicklung: 
cos (tt) = CoS (m + 5) 7 |: — (m + s) |} 
=(— De |: — (m = 5)| + Gieder mit höheren 
Potenzen von |: — (m — 5) |” : 


u see 1 5% (k,b) P„(— c08®) 
. | 2) Di) 3, 
{D (k,b) P, (cos 9) 
Mika) Nu 


—ı(2n-+]) 


(wegen I, 13°4). 
Setzen wir diesen Ausdruck in (31-2) ein, so ergibt sich 


1 [e ©] 
(I) I = (k, a)? De 
n=0 
Betrachten wir nun zuerst nur die ersten m Glieder in der Summe 
von (I). Die Summe dieser Integrale können wir dadurch bilden, daß wir 


den Integranden über den Weg von Abb. 49 integrieren, der nur die Punkte 


> - Dre, M— 2 umschließt, alle übrigen Nullstellen außerhalb liegen 


Lense, Mathematik. A, Bd. 23. 18 


276 -III, $ 4. Elektromagnetische Schwingungen. 


läßt. Nun fügen wir zu. diesem Weg die doppelt, aber entgegengesetzt 
durchlaufenen Stücke der imaginären Achse und des Kreises (Mittel- 
punkt 0, Halbmesser R) von Abb. 50 hinzu. Dann ändert sich die Summe 
nicht. Der Integrationsweg besteht jetzt aus den beiden Wegen C/, und (, 
von Abb. 51, einem von unten nach oben durchlaufenen Stück der ima- 
ginären Achse und dem im negativen Sinn durehlaufenen Halbkreis der 
rechten Halbebene mit dem Mittelpunkt 0 und dem Halbmesser R. Das 


20 
B, 
0 
B, 
TC, 
Abb. 50. Abb. 51. 


Integral über den unteren Weg C, von Abb. 51 ist Null, weil der Integrand 
in dem umschlossenen Bereich B, regulär ist. Das Integral über den oberen 
Weg C, ist gleich der Summe der Integrale, erstreckt im positiven Sinne 
über entsprechend kleine Kreise K,, welche die in B, enthaltenen Null- 
stellen y, jeweils einzeln umschließen. 

Kann man nun zeigen, daß das Integral über den Halbkreis für R> + oo 
verschwindet, so wird die unendliche Summe in (I) gleich der unendlichen 
Summe der Integrale über die Kreise K,; vermehrt um das Integral längs 
der imaginären Achse. Zur Untersuchung des Integranden über den 
Halbkreis für .R> + oo benötigt man die asymptotischen Formeln 
der Kugelfunktionen von Ziffer (II-47) und diejenigen von P. DEBYE!) 


1) P. Degve, S.-B. math. nat. Kl. Bayer. Akad. Wiss. München 1910, Nr. 5. 
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für die HAnkEuschen Funktionen mit komplexen Zeigern. Eine aus- 
führliche Darstellung der Untersuchung der singulären Stellen des 
Integranden in allen Einzelheiten samt einer genauen SDSCHALZUNG: seines 
Verhaltens auf dem Halbkreis wäre sehr wünschenswert. 


33. Berechnung des komplexen Integrals. Das Integral über die ima- 
ginäre Achse läßt sich in folgender Weise umformen: Berücksichtigen 
wir, daß nach (II, 175) | 


P,(z2) = P_,_,() 
und nach L., S. 73 | 
Ha) =e"" HP (e) 


ist, so wird 
(1) P_,_,(2) — P,_,(2) und 2) — ee) s 


Führen wir also in dem Integral über die imaginäre Achse auf der negativen 
Achse — ? statt t als Veränderliche ein, so ergibt sich schließlich 


k,b) P,_, [eos (n— ®)] 


tdi &n ,( 
cos (st) (ka) a) N 
A 


ud: 
, 3 5 


ae 
2 


(2) 


1 tdi rt ), 1 Er | : 
7 ka) fe, (mi) ı (k,a) 5, se ‚4 [008 )); 


2 


wobei das zweite Integral über die positive imaginäre Achse vom Null- 
punkt bis ins Unendliche zu erstrecken ist. 


Nach (30-4) und (1) ist 


(3) Zz_,@)=2__,@) 
ferner nach (29-1) und L., S. 70 
(4) a) = EP) + Pa] 


Yo) = 5 [EN (&) +9 (01. 


Wegen der großen Leitfähigkeit o der Erde hat k} nach (25-4) einen großen 
positiven Imaginärteil, daher auch k,, also ist |e’%*| sehr klein. Berück- 
sichtigt man diese Tatsache in den asymptotischen Formeln für £ (k, a) 
und £@®(k,a) (L., S. 82), so karn man £(k,a) gegenüber £(? (k, a) ver- 
nachlässigen und erhält aus (4) 


Ylkza) EP (kza) 
y,(k,a) EP (k,a) 
Lens e, Mathematik. A, Bd. 23. 19 
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daher ist nach (30-4) 
9, (kya) 
r 4 (ko a) — 


1 
“ k; Bat „(ka a) a)" 


Nun ist aber (L., S. 75) 
H® (z) —e "Ti Ha(z), 
"daher 
I, > ee, 
also 
F_,_,(kea) = P,_,(kea); 


somit nach (3) und (31-3) 


Das zweite Integral in (2) fällt somit weg und es bleibt 


N 1 Bi 1 642, (kı b) ei. 


(k, a)? =, £ N:-ı u, (k, a) cos (rt) 


Da in einer genügend kleinen Umgebung von y, die Entwicklung 


dN.-4\ 
| dt hey 


gilt, hat man, wenn man kurz 


N;,_ı a — 


2 


Yn- 
schreibt, 
(3) LE EP 
(k, a)? 4 N, _ı CO (ka) cos (my) 


Weil die |y„| von der Größenordnung |k,|a und auch & (=) sehr groß 
ist, ergibt sich 
ds. Be 2 e”'’n 


cos (my) eri’n Leim 1 -+.02"i’n 
oQ 
=: Yerir’n ) Tgmin (1+2y„) , 
m=d 


Ferner kann man aus diesem Grund für die Kugelfunktionen die asympto- 
‘tische Formel (II, 472) verwenden und erhält 


star +7 — 


Ent Be Vory,ind 
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Infolgedessen wird aus (5) 


me" tt nl 


JI= 


ei Br a 
(k,@) "Ysin® n=0 N -1 &: N (k, a) m=0 

) 
Weil & 7) sehr groß ist, kann man in der zweiten Summe die Glieder 


mit m > 0 gegenüber dem ersten vernachlässigen und erhält schließlich 
als Gesamtwirkung 


-(1 1 iy,„® 

Bu _ 2Vorei > L,,) ya 9 6) ve" 
(k, a)’ Ysin® ; 20, ı(ka) N ı 

3 Yn72 


Diese Formeln wurden von B. VAN DER PoL und H. BREMMER!) zu ausführ- 
lichen Untersuchungen über die Ausbreitung der elektrischen Wellen beim 
Rundfunk verwendet. 


85. Höhere Kugelfunktionen. 

34. Anziehungsgesetz im mehrdimensionalen Raum. Der Punkt M 
habe die rechtwinkligen Koordinaten (a, b, c), der Punkt P die Köordi- 
naten (x, 4,2), jeder von beiden habe die Masse 1. Ihre Entfernung ist, 

R= \(@—a% +(y—b? +@—o)8. 
Sie ziehen sich nach dem. Anziehungsgesetz der Mechanik mit der Kraft = 
an, wenn 42 5 Gravitationskonstante bedeutet. Das Potential dieser 


Kraft ist V=5; es ist eine Lösung der LAPLacEschen Differentialgleichung:- 
AV=d. 


Die Aussage läßt sich auf n Veränderliche verallgemeinern. Setzen wir 


ER ten 


eV 82V 
Fr Bu + 0, 
wie man leicht durch Rechnung a; Denn es ist 

De 

Rr2 m — 2) (am — Am) 
Fr R® i 

1 . 

Br? n (r — 2) (a m” n—2 

Gm mn? 


1) B. VAN DER PoL und H. BREMMER, Phil. Mag. London, 7. Serie, 24 (1937) 
141—176, 825—864. 
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somit 1 


An Stelle des Potentials > im dreidimensionalen Raum tritt also Fe im 


n-dimensionalen Raum. 


Aus der Bszchung, 


0< 2: (a, & „—4,%,)° 


u=1’V= 
n. 
ei 2 2.2 
= 3) I, (a, m 2a, 7,0, x,+4, x) 
u=1v=1 
n N n N 
de 2 pi 
=2)0,, 72. Fu )/a,®,, 
u=1 v-1 u=1 v=1 
folgt 
n n 
2 2 2 
I @,%, Ss G, LZrE) 
u=1 a=1 u=1 


d. i. die CAucHY-ScHwArzsche Ungleichung. 
Setzen wir 


n .n 
er ‚2 Bl z 
= da, und r = 1: 
m=1 m=i 


wobei r,r’>0 sein soll, so ist daher 


el 
2 Um %m | 
En ie 
rr' I; 
d. h. wir können 
n 
2 Am Im 
.Mm=1. 
& === cos® =. rrt 


mit reellem # schreiben. Damit wird aber 

R= VYr2 4772 — Irr’ cosd 
‚oder a ne 
R=r\i—2aE +, 
wenn wir wieder wie in (I-Io) « = setzen. Das Potential im n-dimensio- 


nalen Raum läßt sich dann schreiben 


en id — EN u, j 
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35. Entwicklung einer Potenz der reziproken Entiernung nach höheren 
Kugelfunktionen. Durch die Überlegungen der vorigen Ziffer kommen wir 
dazu, (1 — 2ux& + «2)"" nach Potenzen von «& zu entwickeln, wobei » eine 
beliebige reelle Zahl bedeutet. Setzen wir |«| hinreichend klein und |£| 
beschränkt voraus, so ergibt sich | | 


2) A-UaE+)"—=[1— (2ad— a] 
14 green (2 E— ad)# 
== 
une 2 [es« k 


+yc ee == De u (QE%} an 


_ SPe+1)-@+k—1) 
-14 77 es 


1 
‚+ +%k— 2) v+1l)..+k— 3 2 
ae 2 ee u a | ah ) (25% tk. 


Wir bezeichnen mit L. GEGENBAUER! ) den Koeffizienten von «* mit C(E). 
E. HEINE nennt diese Funktionen höhere Kugelfu nktionen. Sie gehen 


fürv— I in die gewöhnlichen LEGENDREschen Polynome über. Zum 


2 
ersten Male werden sie von JACOBT?) erwähnt. Nach (II-4) ist 
>| 
, (1% IWw an k-2s 


15} bedeutet die. größte ganze Zahl < a 0!—1. Mit Hilfe von (II-8) 


hat man daher 


k 
v (— 1): I(v + 2k — 2% 
2) 02,6) —- re rn eo i 


_1%To@+h (—1j%- ITo+k+1) 


= k! I) (k — 1)!2! I) 


er ei Ken 


ss NEr@+N ar 
a rn he: (28)2 
„EHRE EEE. 


= CYTe+N, 
= Fortb, —h, >?) 
1) L. GEGENBAUER, S.-B. Akad. Wien, Math. nat. Kl. IIa, 75 (1877) 891—905; 
102 (1893) 942950. 
2) C.G.J. JACOBI, J. reine angew. Math. 56 (1859) 149 oder Werke, Bd. 6, S. 184. 
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e(— 002 


2k 25 
= Tr SIakFI—IS)1T0) 2. De 
(— 1% Iv+k+]1) 1%-I7vw+k+2) 
Br Rene 


Ir 2. 3) 


(Ir v+k+1k 

= kYT (v) asfı-e 3! (25° 
k+l1l k+2 (k—: 1) 

et an. @ Eye — 


(1? I’v+k+]1) 
- In Hoerrb Wr 43,8). 


tische Funktion von « und £&, die Reihe‘ 


(7) 


konvergiert daher in dem genannten Bereich gleichmäßig bezüglich & 
und &. Die Koeffizienten 0%, (£) sind Polynome n-ten Grades in &, wie wir 
in der vorigen Ziffer gesehen haben, und enthalten nur gerade bzw. nur 
ungerade Potenzen von £, je nachdem n gerade oder ungerade ist. Ins- 


besondere ist 


Es ist 


(1206409) = N O,(Ha 
n=0 


GO=L HO=WE 


1-22 +)’ (1— at) 2a +02), 


daher erhält man aus (I) durch Koeffizientenvergleichung 


(2) 


ferner gilt 


o(1-—- 2x8 + a2)? 


O(&) = H-2ER) HH; 


—(E—a)(L data) etD, 


0% 


somit wegen (I) auch 


(3) 
schließlich 


o(1—2a&E-+ a2)? 


+11 dr) N], 


er: — all —2r&E Ha) Pr", 


1—2x&+02)"” ist für OS9<m, wobei 
E=c0sd, in einer genügend kleinen Umgebung von «= eine analy- 
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also 
| ac, (8) 


Aus (3) erhält man 


N 


Ed +;r, 


somit aus (2) | 
A -R)-—CN 


oder 


(5) id ag". 


v 


(3) und (5) lassen sich schreiben 


© | | End - HH, 
VRR. 

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich, wenn wir OY}}(£) wegschaffen, 

Q date. 

Schaffen wir dagegen 0}, (£) weg, so erhalten wir 

(8) nn YEAR +) =: 


Wir schreiben jetzt in der zweiten Gleichung (6) n — 1 statt n, multi- 
plizieren sie mit 2 und addieren sie dann zu der mit — & multiplizierten 
ersten Gleichung (6). Damit ergibt sich 
I) 2 BHA-YHTH HREHH — 2n +9r— 1C,_1(d 
+1 EH5H)- PN) =). 


Da aber nach der ersten Gleichung (6) 
Wenden - dA + 
ist, wird aus (0) 


(10) BU-BHUH HREH)— nm +91), 9=0. 


Wir differenzieren (10) nach & und ersetzen die Differentialquotienten der 
höheren Kugelfunktionen gemäß Gleichung (4). Damit erhalten .wir 


— WEHH(E + BL — 2) 20 + 10438) 
Ho) +nE Rd — (nn + —)RoHkd=0 
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oder, wenn wir 2» O”*}(£) aus der ersten Gleichung (6) einsetzen, 
Av +1) (1 E)OHtZ(E) — WEOHt(E) 
+nÖnlE) + 2mvEort(&) 
(nn +9 1)BWECH&H—nC(9]=0, 
somit 
(1) WW A—)H— (er HE HR +0. 
Aus dieser Gleichung folgt mit Hilfe von (4) 


— d2C%,(&) BR.10,0 
(12) (1 — £2) 1 — (2» +1)E Er +n(n +2v)0,,(£&) = 


37. Berechnung der höheren Kugelfunktionen. Aus der Gleichung (8) 
der 3 Ziffer erhält man 


— nr lE) + 2m + v)ECHH (8) 


Ole n + 2» 
oder mit Hilfe von (36-5) 
(2) alte). 


(n ndE 
v(n + 2») 


multiplizierte Gleichung (36- 3) und 


erhalten 


u -Bo=-"F ao 


n + 2v r End) 


oder . 
2) 2 BHU-EH-R HE) Mm tNEO LE. 
Mit Hilfe dieser Gleichung können wir alle 0%,(£) für positive ganz- 


zahlige » berechnen, wenn wir alle C(&) kennen. Diese erhalten wir in 
folgender Weise:.Es ist für |«| <1 


— In (1— 2a cosd# +02) = — [In (1— ae?) +In(1— xe”‘®)] 


So" cosn® 
EL 5 


n=1 


somit, wenn wir nach & = cos d differenzieren, 
2& „Sinn® 
1-ducsdrta =2 0° sin ® 


(wei > — cosn® und „ a" sinn® für 0 n- <a gleichmäßig in 8 
n=1 n=1 


konvergieren, kann man gliedweise differenzieren), oder 


(1 20.0050 +2) N a PEtND, 


sin ® 


daher 
(3) aa Een nn 
Ferner ist 
1—«cos# 1 1 | 1 — .n 
L 202c0os® + ee 8 5 +) = 2 En 


somit durch Koeffizientenvergleichung 


(4). © (cos 9) — c0s#  O),_, (cos d) = cosn®. 


Mit Hilfe von Gleichung (2) läßt sich (%,(cos®#) linear homogen 
durch 07, (cos®) und C7,,, (cos®), also nach (3) und (4) linear homogen 
Suech, sin(n + 1) 


—— und cos (n+1)® darstellen. Als Koeffizienten. treten 
rationale Funktionen von cos ® mit rationalen Zahlenkoeffizienten auf. 


sind 
Itv=k +5 (k positive ganze Zahl), so folgt aus 


1 oO 
(1—2aE+0) ?= VP,(&«a" 
n=0 


(siehe I, 10-I) durch k-malige Differentiation nach £ gemäß den Über- 
legungen von (I-I2) 


ze P® (&) en 


38. Differentialgleichung der höheren Kugelfunktionen. Nach (36-12) 
genügen die höheren Kugelfunktionen der Differentialgleichung 


1-dy (av +Yaytnn + B)y—0. 
Wir machen den Ansatz y= )/ c, x* und erhalten 
A=0 


ZI MIA 1)? —- dm + 1)1c,"+Lnn +), "= 0, 
daher 
RA —-)- (» +l)A+nn +v)]s +A+D)A-+2%)c,,, = 0 


oder 
A(A+2v) —n(n + 2») (A—n)(A+n-+ 2») 


ea Gınar) Aa Darg 
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Damit ergibt sich für c,—1, c, = die Lösung 
I, 224 a nr nen 
für cy,=0, c,=1 die Lösung 


(tn +)m—1) , 
a ce 


(1) 1— 


(2) — 
tn tl» +n+3) m —-1)m— 3) 
+ a FE a? zes 
Die erste stimmt für n = 2k bis auf den Faktor - — 6 +1). :%+k—1) 
mit 05,(z%), die zweite für n=2k-+1 bis = en Faktor 


1)% 
—-2vw+1)---»+k) mit 05,,,(%) aus Ziffer 35 überein. 
Um noch eine zweite von diesen linear unabhängige Lösung zu erhalten, 


oo 
setzen wir an y= )  c,x”"*, womit sich ergibt 
A=0 


DEE 21 Zu 1 Zu Zahl Ze PACTZ EI ZZ 
+&nn +»), ’—=0, 
daher 
3 BAHR AH-NG + PN B—I— N) 
—- » +) —-N)+nan + B)l,=0. 
Vergleichen wir die Koeffizienten von x, so folgt 


— BP —-Y—- (Zr +)P nn +) =0 


R+»P nn +a)—=0, 
daher ß=noderß=—-n— %. Für ß=n erhalten wir aus (3) Polynom- 
lösungen, d. h. wieder (I). oder (2 ); der zweite Wert von P dagegen gibt 
| (rn +2v—2+A)(n+2v—1-+A)c,_e 
mE LNR LH FIFD- + Dat» + nmtm) 
oder FE u 
+2 AH ean +++) # 
somit für c, = lund ,=0 nach (II-8) die Lösung 
1 (n + 2v)(n+2v+]1) 
|! 129 (2n +2» +2) 22 
Ban »)n tor +) er +2) +27 +98) +] 
| 2-4-(2n + 2v +2) (2n + 2v + 4) x! | 


a nt vH eg: =). 


oder 


Ze 2 z 
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Diese Reihe konvergiert nach (Il-o) für |x|> 1 und bricht nicht ab, falls 
n + 2r keine negative ganze Zahl ist. In diesem Falle haben wir daher eine 
zweite linear unabhängige Lösung der Differentialgleichung gefunden. 


Ist v=0, so lautet die Difierentialgleichung 
d-dy’—ay tny—0 


oder, wenn wir die Veränderliche # durch x = cos# einführen, womit 


_.._t 4% 
FT 
und 
„_ 1 dy cosddy 
IT sin?d daR sinsd dd 
werden, 


+n’y=0. 
Als Lösung ergibt sich somit 
y=4Acosn® + Bsinn®. 
Nach Ziffer 35 ist lim ]’'(v)C?, (cos®) analytisch und daher eine Lösung 


j P v—>0 
dieser ‚Differentialgleichung; da diese Funktion ungeändert bleibt, wenn 


® sein Zeichen ändert, muß daher 


lim I'(»)C), (cosd) = A cos n® 


»„—>o— 
. 2 e zz fe 
sein. Um A zu bestimmen, setzen wir 9 = 5: also <—=0, und erhalten für 


n=2k nach (35'2) 
| — 1)% | 
»>0 

somit 


A 


N 


und für a—=2k-+1 nach (35-3), indem wir nach & = cos # differenzieren, 
lim I’) 0,10) =2(—- "= An(— Vf, 
‚>0 o 

somit wieder A=—= 7 

daher allgemein 


2 cosnd 
N 


lim I'(v) C}, (cos 9) = 


>0 


Nach Ziffer 36 ist natürlich für jedes d 
Ch(eosd) =1. 
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39. Integraldarstellung. Wir führen in die Differentialgleichung für 
höhere Kugelfunktionen statt %' die Veränderliche % durch die Gleichung 


@ y— (1 ad)” 
ein; dann ist 
yY=-(»—-Yeal—- a) u+l— DW, 
y = (RR N) Era + —1)(l— a2) 3 ru 


+22 - 1)e(l — ae +1 95", 
somit 


(2) (1 223)u" +» — Hau +n+)(n +» —1u=0. 


Wir wollen diese Differentialgleichung im Komplexen untersuchen. 
Wir setzen 


(1— 12) n+v-4 
(3) HR = x) (d—aypntı L, 
indem wir dieses Integral über einen passenden Weg der komplexen t-Ebene 
erstrecken, der später bestimmt werden soll. Es ist 


2 art} 
ee 


(1 — #2) n+v-4 
u —(n )(n +2) gms dt, 


daher die linke Seite der Differentialgleichung 


2n nTv-5 
nt Da + 9-2) 
+ +2» — 1) — x)?]dt 


I an+v-4 
en + 2» — 1)12] dt 


ad Sala, 


Erstrecken wir also das Integral über einen geschlossenen Weg (', der zuerst 
den Punkt +1 im positiven und hierauf den Punkt — 1 im negativen 


= gan tv+l 
Sinn umkreist, aber den Punkt x ausschließt, so nimmt mr nach 


Durchlaufung von C wieder seinen ursprünglichen Wert an, d. h. der Aus- 
druck (4) ist Null oder (3) ist Lösung der Differentialgleichung (2), somit 
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gemäß (I) 
n+v-1 
(5) (1— a dt 
C 


(t 2 zyr+l 


Lösung der Differentialgleichung der höheren Kugelfunktionen. 

Ist n eine positive ganze Zahl, so können wir für C auch eine Kurve 
wählen, die den Punkt x im positiven Sinn umkreist und die Punkte +1 
und’ — 1 ausschließt. Damit ergibt sich aber aus (5) nach dem CAuUcHYschen 
Integralsatz 

31 dr (1 = zart? 3 
(6) En u 
als Lösung der Differentialgleichung der höheren Kugelfunktionen. (6) ist 
aber ein Polynom n-ten Grades in x, wie sich durch Ausführung der Dif- 
ferentiation herausstellt, daher nach den Entwicklungen der vorigen Ziffer 
proportional C7, (2). Den Proportionalitätsfaktor erhält man durch Ko- 
effizientenvergleichung. | 


Es ist nämlich für |x|<1 
dA ar zart? 2 


—1 ne MR ae 3) Bad a aa ) „2 


d"(1 BEN 


daher beginnt für n— 2k mit 


(— 1) n! 


9% Kt 


(2n + 2» — 1) (2n +29 —5)---(n +2» +1). 


| | _yyk 
Da C,,(2) in diesem Fall gemäß (35’2) mit \ a vw +1). -+k—]) 


beginnt, ist der Proportionalitätsfaktor 


Kyp+l1)-.-"+k-1) 
n!(2n +2» — 1)(2n +29 — 3)..-.(n+2v +1) 


Es 2"yW+1).---#+n—]1) 
ntan +2» — 1) On +29 —2)...(m +2») 


Für n= 2k — 1 beginnt der Differentialquotient mit 


k 
GN ent men +23) -(n+ 20), 


C,„(x) dagegen nach (35'3) mit 


9 — ı)%+1 
are Hle@+k— De, 
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als Proportionalitätsfaktor ergibt sich daher 

kvow+1)-v+k- Ho Mo +k+l)-- "+ n— 1)2%-1 
1 (n + 1)!(2n +2» — 1)2n +2v—2)--:n +2») 

my +1)...#+n—1) 
on! (?n +29» — 1)(2n +29 — 2)...(n + 2»)’ 

somit ist allgemein | 
_ Nr 4le- tn DU-yE” an anttt 
n!(n +2v—1)(2n +2v—2)...(n-+ 2») da? i 


= 
Ss.‘ 
— 


für v = erhält man die Formel (I, 14:2). 


40. Integraleigenschaften. Wir gehen von der Gleichung (36-11) aus: 
rw +1) (1 2) 07ER) — 20 (29 + 1)2CHH (2) + nn + 29)0%, (8) = 0 
oder 


— 2 +5)205%(@ +2, 


Wenn wir mit (1— x2)’”? multiplizieren, erhalten wir mit Hilfe von (36-4) 


afa tEort1 1 (2)] +2 BE 
au: re "30% (x), 


daher für » > — - und positive ganzzahlige m und n 


ei 2»0%,(8) _, ‚„„ı]7! 
IKAOLAUTEE dr =| reader u 


+1 
| 9y 40,,(%) z u, 
ad ra) A rar 
+1 = 


29:2 +1) PCM) 42 PR: 
nat) m+» +1) J el) "de 


+1 jr cr | 
PEBBUBEND. 1 an...) 2 Zr. RE Laser BER 2 Se 
n!(n +2») n+2» +1)---(2n+2v—]) da" 
—1 


Ist also m < n oder, weil der Ausdruck in m und n symmetrisch ist, m + n, 
so erhält man die Orthogonalitätsbeziehung 


(x) [OA — =) 


—1 


Fed. 
Für m = n dagegen ergibt sich, weil nach (35-1) 
re +1 b+n—-N 


n! 


C,(x) = Al Re 


ist, 
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+1 
Fısz@ra-a "da 
1 


+1 
[2’rr@ +1). +n— 1)? _ yayntr-4 
fa x*) dx. 


an +) +23» +1). (2?n +2v—1 
-1 


(1I-7) und (11-4) liefern mit <=1— 2t 


Re 


+1 | r 
I (1 et aa"? ige = yant+2v f (1 ar N 2 dt 
24 0 


eetr+3)l 


__ 92n+2v 1 LE __ 92n+2» WEHR 
=. Blntr+gn4v+5)=2 Ten +»+1) 


somit 


+1 & 
2) IPA dr 


-1 
Hl) @tn— 1] "+5 +5) aa ( Ku s)| Ire+3)] 
Hr 41) @+n— NP (+1) +3) (r+2n 1) [re+5)] 
nr tn) tHn+1)‘‘-(2v +2n —1)(2v +2) (2v +4) (2v +2n)T(2v +1) 
FALL Hm 1) (dr +1) (+3) (vr +2m—1) Irb+5)| 
g2r+l,2(2y +1) (29 r 2) ..-(2v-+2n —1) |» + s)| 


te) tn tl. +2 NP tm) TH) 
Hl HI) +2). -(otn— u[rb+5)] 


— 


= n!w+n)I(2v-+1) 


1. 2 
Hl T(2ytn) E ( 2 >)| 


n!w+n) T(2v +1) 
\] 2 
92r7+1y% I (2v Ri n) ? I + 5) | 
nt En) U T(2») 
21T» +n) | Vr | ___rT@oHtn 
no +n) Ferro l 2 mw Hn)LTo] 


Für » => ergibt sich die Formel (I, 21-1). Wie bei den gewöhnlichen Kugel- 
funktionen kann man diese Orthogonalitätseigenschaften der Funktionen 
C,,(x) zur Reihenentwicklung einer beliebigen Funktion nach den höheren 
Kugelfunktionen verwenden. 
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